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On e´tudie une certaine famille, parame´tre´e par un entier g ∈ N≥1, de doubles de´formations Uh,h′(sl2, g) de l’alge`bre
enveloppante U(sl2), dans l’esprit de [FH11b]. On prouve que Uh,h′(sl2, g) de´forme simultane´ment les groupes
quantiques Uh(sl2) et Ugh′(sl2). On montre que cette proprie´te´ d’interpolation explique la dualite´ de Langlands pour les
repre´sentations des groupes quantiques en rang 1. On re´sout ainsi une conjecture de [FH11b] dans ce cas : on prouve
pour tout g ∈ N≥1 l’existence de repre´sentations de Uh,h′(sl2, g) qui de´forment simultane´ment deux repre´sentations
Langlands duales. On e´tudie aussi plus ge´ne´ralement la the´orie des repre´sentations de rang fini de Uh,h′(sl2, g).
Interpolating Langlands Quantum Groups of Rank 1
We study a certain family, parameterized by an integer g ∈ N≥1, of double deformations Uh,h′(sl2, g) of the envelopping
algebra U(sl2), in the spirit of [FH11b]. We prove that Uh,h′(sl2, g) simultaneously deforms the quantum groups Uh(sl2)
and Ugh′ (sl2). We show this interpolating property explains the Langlands duality for the representations of the quantum
groups in rank 1. Hence we prove a conjecture of [FH11b] in this case : we prove for all g ∈ N≥1 the existence of
representations of Uh,h′(sl2, g) which simultaneously deform two Langlands dual representations. We also study more
generaly the finite rank representation theory of Uh,h′(sl2, g).
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1 Introduction
Soit g une alge`bre de Kac-Moody syme´trisable et Lg sa duale de Langlands, dont la matrice de Cartan est la transpose´e
de celle de g. Il existe une dualite´ entre les repre´sentations de g et Lg : voir [FH11a, FH11b, Kas03, Lit98, McG10].
La dualite´ de Langlands pour les repre´sentations peut eˆtre de´crite au niveau des caracte`res. Supposons pour simplifier
que g soit de type fini et simple (Lg est alors aussi de type fini et simple). Soit I l’ensemble des sommets du diagramme
de Dynkin de g et ri (i ∈ I) les longueurs des racines associe´es. On note r la longueur maximale parmi les longueurs ri.
La longueur r est e´gale a` 1 lorsque g est simplement lace´e, a` 2 pour Bl, Cl et F4, et a` 3 pour G2. Supposons que le plus
haut poids λ de la repre´sentation irre´ductible de dimension finie L(λ) s’e´crive sous la forme
λ =
∑
i∈I
(1− r + ri)miωi , mi ∈ N ,
ou` ωi sont les poids fondamentaux de g. En d’autres mots, notant P le re´seau des poids de g, supposons que λ soit
dominant et appartienne au sous-re´seau P ′ ⊂ P engendre´ par (1− r + ri)ωi, i ∈ I . Le caracte`re de L(λ) s’e´crit
χ(L(λ)) =
∑
ν∈P
d(λ, ν)eν , d(λ, ν) ∈ N .
Soit ν =
∑
i(1− r + ri)niωi ∈ P ′, on note ν′ :=
∑
i ni
Lωi, ou` les
Lωi sont les poids fondamentaux de
Lg. En rem-
plac¸ant dans χ(L(λ)) chaque eν par eν
′
lorsque ν ∈ P ′ et par 0 sinon, il est montre´ dans [FH11b] que l’on obtient le
caracte`re Lχ(LL(λ)) d’une repre´sentation virtuelle de Lg, qui contient la repre´sentation irre´ductible L(λ′) de Lg, i.e.
χ(L(λ′)) ≤ Lχ(LL(λ)). Pour une description de la dualite´ de Langlands au niveau des caracte`res dans le cas ge´ne´ral
d’une alge`bre de Kac-Moody, voir [McG10].
Dans le cas d’une alge`bre g de type fini Littelmann [Lit98] a prouve´ que la repre´sentation virtuelle de Lg est en fait une
repre´sentation LL(λ) re´elle. Dans le cas ge´ne´ral d’une alge`bre de Kac-Moody, voir McGerty [McG10].
La strate´gie consiste a` q-de´former la situation. Les the´ories des repre´sentations de g et du groupe quantique Uq(g) (avec
q ge´ne´rique) sont semblables, en particulier il existe une repre´sentation Lq(λ) de Uq(g), analogue de la repre´sentation
L(λ) de g. Lorsque q est spe´cialise´ a` une certaine racine de l’unite´ ε, l’homomorphisme de Frobenius quantique de´fini
par Lusztig [Lus10, 35] peut eˆtre e´tendu afin de construire une action du groupe quantique modifie´e U˙ε(
Lg) sur Lε(λ),
qui fournit alors l’action de Lg sur LL(λ).
La dualite´ de Langlands de´crite pre´ce´demment a des liens avec la correspondance ge´ome´trique de Langlands (voir
[Fre07b] pour une introduction ge´ne´rale au programme de Langlands et [FH11b] pour d’autres re´fe´rences). On suit ici
l’introduction de [FH11b].
Soit g une alge`bre de Lie semi-simple de dimension finie. Un re´sultat cle´ dans la correspondance ge´ome´trique de
Langlands est un isomorphisme entre le centre Z(gˆ) de l’alge`bre enveloppante comple´te´e de gˆ au niveau critique et la
W-alge`bre classique W(Lg). Afin de mieux comprendre cet isomorphisme, on peut q-de´former la situation et conside´rer
le centre Zq(gˆ) de l’alge`bre affine quantique Uq(gˆ) au niveau critique, ce qui est le point de de´part dans [FR96]. Le
centre Zq(gˆ) apparaˆıt alors relie´ a` l’anneau de Grothendieck RepUq(gˆ) des repre´sentations de dimension finie de Uq(gˆ).
On espe`re donc obtenir un nouvel e´clairage sur l’isomorphisme Z(gˆ) ≃ W(Lg) en e´tudiant les connections entre Zq(gˆ),
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RepUq(gˆ) et la W-alge`bre classique q-de´forme´e.
L’ide´e de Frenkel et Reshetikhin [FR98] e´tait de de´former un nouvelle fois la situation, en introduisant une double
de´formation Wq,t de Z(gˆ). La spe´cialisation Wq,1 a` t = 1 est le centre Zq(gˆ) et ils ont sugge´re´ que la spe´cialisation
Wε,t a` q = ε, ou` ε de´signe une certaine racine de l’unite´, contient le centre Zt(Lgˆ) de l’alge`bre affine quantique Ut(Lgˆ)
au niveau critique. Zt(
Lgˆ) e´tant lie´ a` l’anneau de Grothendieck RepUt(
Lgˆ) des repre´sentations de dimension finie de
Ut(
Lgˆ), la W-alge`bre Wq,t apparaˆıt ainsi interpoler les anneaux de Grothendieck des repre´sentations de dimension finie
des alge`bres affines quantiques associe´es a` gˆ et Lgˆ. En particulier cela sugge`re que ces repre´sentations doivent eˆtre d’une
certaines manie`res lie´es. On peut trouver dans [FR98] des exemples de telles relations.
C’est, motive´s par les questions pre´ce´dentes, que Frenkel et Hernandez [FH11b] introduisent la dualite´ de Langlands
pour les repre´sentations de dimension finie de g et Lg, dans la situation ou` g est de type finie.
Cette dualite´, inspire´e par la correspondance de Langlands ge´ome´trique, se trouve eˆtre exactement la dualite´ (sans
rapport a priori avec le programme de Langlands) e´tablie dix ans plus toˆt par Littelmann [Lit98]. L’approche dans
[FH11b] est toutefois diffe´rente de celle de Littelmann. Dans l’esprit de [FR98], ils ont introduit une double de´formation
U˜q,t(g) de U˜(g), l’alge`bre enveloppante de g sans les relations de Serre, et conjecture´ que cette double de´formation
permettait d’expliquer la dualite´ de Langlands pour les repre´sentations de g et Lg.
Historiquement, les groupes quantiques ont e´te´ de´finis par Drinfeld [Dri85, Dri87] et Jimbo [Jim85]. Drinfeld les de´finit
comme des de´formations formelles Uh(g) des alge`bres enveloppantes U(g), tandis que Jimbo de´finit leurs versions
rationnelles Uq(g). L’alge`bre Uh(sl2) avait e´te´ construite par Kulish et Reshetikhin [KR81].
Le terme de´formation formelle a dans ce cas la signification suivante : a` une alge`bre A sur C, on associe une C[[h]]-alge`bre
que l’on note A[[h]]. En tant que C[[h]]-module, A[[h]] est l’ensemble des se´ries formelles a` coefficients dans A :
∑
n∈N
anh
n , avec an ∈ A .
C’est alors le produit de A[[h]] qui porte la de´formation, dans le sens ou` l’on doit retrouver celui de A quand h = 0. On
pourra consulter a` ce sujet [Gui95, III], ainsi que [Kas95, XVI] et [CP95, 6.1].
Les groupes quantiques d’interpolation U˜q,t(g) introduits par Frenkel et Hernandez de´pendent de deux parame`tres q et t.
Cet article propose de prendre le point de vue des de´formations formelles. Pour cela, il nous faudra conside´rer des doubles
de´formations d’alge`bres, selon des parame`tres formels h et h′. A` une alge`bre A, on associe donc une alge`bre A[[h, h′]],
dont les e´le´ments sont maintenant des se´ries formelles a` deux inde´termine´es et a` coefficients dans A
∑
n,m∈N
an,m h
n(h′)m , avec an,m ∈ A .
On construit dans cet article une classe, parame´tre´e par un entier g ∈ N≥1, de de´formations formelles Uh,h′(sl2, g) de
U(sl2) selon les parame`tres h et h
′. Ces de´formations sont les groupes quantiques d’interpolation de Langlands de
rang 1 (i.e. pour g = sl2). Il s’agit d’une premie`re e´tape dans la construction de groupes quantiques d’interpolation de
Langlands U˜h,h′(g, g) associe´s a` une alge`bre de Kac-Moody (syme´trisable), qui apparaˆıtront dans un prochain article.
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L’un des objectifs des groupes quantiques d’interpolation de Langlands est de donner une explication de la dualite´ de
Langlands pour les repre´sentations d’une alge`bre de Kac-Moody g et de sa duale Lg.
On attend que, pour certaines valeurs de g, U˜h,h′(g, g) interpolent les groupes quantiques U˜h(g) et U˜g′h′(
Lg), ou` g′ est
un entier qui de´pend de g et g : la limite h′ → 0 de U˜h,h′(g, g) est U˜h(g) et la spe´cialisation a` Q := exp h = ε, avec ε une
racine (2g)-ie`me primitive de l’unite´, admet comme sous-quotient U˜g′h′(
Lg).
U˜h,h′(g, g)
limh′→0
vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm limQ→ε
((RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
U˜h(g) U˜g′h′(
Lg)
Dans cet article, cette conjecture est re´solue au rang 1 : voir le the´ore`me 6.0.17.
L’interpolation ci-dessus induit une correspondance (g, g)←→ (Lg, g′), qui rappelle la dualite´ S pour les the´ories de
jauge. Le parame`tre g y jouerait le roˆle de la constante de couplage. On pourra consulter [Fre10] a` propos des the´ories
de jauge et de la dualite´ de Langlands.
Pour λ ∈ P ′, on conjecture (voir aussi [FH11b, conjecture 1]) l’existence d’une double de´formation de L(λ) ou` les actions
de g et Lg seraient toutes deux contenues. Plus pre´cise´ment on conjecture l’existence d’une repre´sentation Lh,h
′
(λ, g) de
U˜h,h′(g), qui interpole la repre´sentation L
h(λ) et une repre´sentation Langlands g-duale LLh
′
(λ, g) : la limite h′ → 0 de
Lh,h
′
(λ, g) est la repre´sentation Lh(λ), et la spe´cialisation a` Q = ε contient la repre´sentation LLg
′h′(λ, g).
Lh,h
′
(λ, g)
lim
h′→0
vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm limQ→ε
**UU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
Lh(λ) LLh
′
(λ, g) ⊃ Lg′h′(λ′)
(1)
Cette conjecture est dans cet article re´solue en rang 1 : voir le the´ore`me 6.0.13.
Pour e´tablir un paralle`le avec les groupes quantiques usuels, on peut penser, dans le cas g de type fini et simple, a` U˜q,t(g)
comme une version spe´cialise´e de U˜h,h′(g, r) (on rappelle que r de´signe la longueur maximale des racines de g). Toutefois
alors qu’on peut retrouver Uq(g) comme sous-alge`bre de Uh(g), il n’est pas vrai que U˜q,t(g) apparaˆıt comme sous-alge`bre
de U˜h,h′(g, r). Les groupes quantiques d’interpolation propose´s par Frenkel et Hernandez sont en fait notablement
diffe´rents : ils ne´cessitent notamment beaucoup plus de ge´ne´rateurs pour eˆtre de´finis, voir par exemple la remarque 3.0.9.
On trouvera dans [KT00] un autre exemple de doubles de´formations de structure alge´brique provenant des alge`bres de
Lie. On peut e´galement citer [Res90] ou` des groupes quantiques a` plusieurs parame`tres ont e´te´ de´finis.
On donnera tout au long de l’article des comparaisons entre les groupes quantiques d’interpolation de´finis ici et ceux
de´finis dans [FH11b]. Notons de´ja` que le principal avantage de cette nouvelle de´finition re´side dans le fait qu’ils sont des
de´formations formelles de U˜(g). Par ailleurs :
• on obtient dans cet article une de´finition plus claire et plus maniable des groupes quantiques d’interpolation de
Langlands ;
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• ce travail permettra, en toute ge´ne´ralite´, de de´finir un groupe quantique d’interpolation associe´ a` une alge`bre de
Kac-Moody g syme´trisable et a` un parame`tre g ∈ N≥1 (dans un prochain article) ;
• les outils et re´sultats de la the´orie des de´formations formelles sont, dans notre cadre, utilisables pour l’e´tude des groupes
quantiques d’interpolation.
On de´crit maintenant l’organisation de l’article. Notons que tous les re´sultats pre´sente´s a` partir de la section 3 sont
nouveaux.
• Dans la section 2, on expose une partie de la the´orie des de´formations formelles dans le cadre de plusieurs parame`tres
de de´formation. Les the´ore`mes 2.4.6 et 2.4.7 concluent cette section.
• Dans la section 3, on donne et on explique la de´finition des groupes quantiques d’interpolation Uh,h′(sl2, g).
• Dans la section 4, on e´tablit diffe´rentes proprie´te´s des groupes quantiques d’interpolation de Uh,h′(sl2, g). On prouve
notamment qu’ils sont des de´formations formelles triviales de U(sl2) selon h et h
′, de Uh(sl2) selon h′ et de Uh′(sl2)
selon h : voir le the´ore`me 4.1.3.
Ces diffe´rentes de´formations peuvent eˆtre repre´sente´es par le diagramme commutatif
Uh,h′(sl2, g)
limh′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
l
limh→0
))RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
limh,h′→0

Uh(sl2)
limh→0
))RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Uh′(sl2)
limh′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
ll
U(sl2)
Deux des points techniques cle´s de cet article sont la proposition 4.1.1, ainsi que le lemme 4.5.2, de´montre´s
respectivement au tout de´but et a` la fin de la section 4.
• Dans la section 5 on e´tudie la the´orie des repre´sentations de rang fini de Uh,h′(sl2, g), qui s’ave`re eˆtre similaire a` celle de
U(sl2) et Uh(sl2). On prouve l’existence de doubles de´formations pour tout g ∈ N≥1 des repre´sentations irre´ductibles
de dimension finie et des modules de Verma de sl2 : voir les propositions 5.0.4 et 5.0.6.
Le the´ore`me 5.0.8 e´tablit plusieurs proprie´te´s de la cate´gorie des repre´sentations de rang fini de Uh,h′(sl2, g).
Notamment, on prouve qu’elle posse`de la proprie´te´ de Krull-Schmidt et on classifie ces objets inde´composables.
• Dans la section 6, on e´tablit l’existence d’une double de´formation Lh,h′(n, g) posse´dant la proprie´te´ d’interpolation
(1), re´solvant ainsi la conjecture [FH11b, conjecture 1] en rang 1 pour tout g ∈ N≥1 : voir le the´ore`me 6.0.13.
Le the´ore`me 6.0.15 donne un re´sultat analogue pour les modules de Verma.
Enfin on prouve que Uh,h′ (sl2, g) interpole les groupes quantiques Uh(sl2) et Ug′h′(sl2) : voir le the´ore`me 6.0.17.
Uh,h′(sl2, g)
limh′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
l
limQ→ε
))SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
Uh(sl2) Ug′h′(sl2)
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Conventions
Toutes les alge`bres et anneaux conside´re´s seront suppose´s associatifs et unitaires, avec 1 6= 0. Un morphisme d’alge`bre
(ou d’anneau) envoie l’unite´ sur l’unite´.
k, sans pre´cision supple´mentaire, de´signera un anneau commutatif.
Si X est un ensemble quelconque, fini ou infini, 〈X〉 de´signera le mono¨ıde libre engendre´ par X, i.e. l’ensemble des mots
(y compris le mot vide), dont les lettres sont des e´le´ments de X, muni de la concate´nation comme ope´ration. k〈X〉 de´signe
la k-alge`bre du mono¨ıde 〈X〉. C’est l’alge`bre associative unitaire libre engendre´e par X.
Une somme indexe´e par un ensemble vide est nulle, un produit indexe´ par un ensemble vide vaut 1.
2 De´formations Formelles
La the´orie des de´formations formelles d’alge`bres a e´te´ introduite par Gerstenhaber dans [Ger64]. La the´orie est construite
principalement pour un seul parame`tre de de´formation, bien que dans [Ger64] il est indique´ de quelle manie`re certains
re´sultats peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s. On se propose de donner dans cette section une pre´sentation d’une partie de la the´orie
dans le cadre de plusieurs parame`tres de de´formation. L’exposition qui suit est une ge´ne´ralisation naturelle de celles que
l’on peut trouver, pour un seul parame`tre, dans par exemple [Gui95, III], ainsi que [Kas95, XVI] et [CP95, 6.1]. On
prendra soin de de´tailler les arguments spe´cifiques a` la ge´ne´ralisation, les autres seront rappele´s.
2.1 Premie`res de´finitions
Soit un entier s ≥ 1. On note k[[h1, h2, . . . , hs]], ou encore k[[h¯]] la k-alge`bre commutative des se´ries formelles a` s
inde´termine´es h1, . . . , hs. On note k((h1, h2, . . . , hs)), ou encore k((h¯)), le corps de fonctions de k[[h¯]]. k((h¯)) est l’alge`bre
des se´ries de Laurent a` s inde´termine´es h1, h2, . . . , hs, c’est aussi le localise´ de k[[h¯]] par rapport aux e´le´ments h1, h2, . . . , hs.
k[[h¯]] est une alge`bre gradue´e en conside´rant le degre´ total d’un monoˆme
deg
(
hn11 h
n2
2 · · ·hnss
)
:= n1 + n2 + · · ·+ ns .
On note par ailleurs
(h¯) :=
(
h1, h2, . . . , hs
)
l’ide´al de k[[h¯]] engendre´ par les e´le´ments h1, h2, . . . , hs.
La filtration associe´e a` la graduation est e´galement celle induite par l’ide´al (h¯) et fait de k[[h¯]] une alge`bre comple`te et
se´pare´e. On l’appelle la filtration h¯-adique (la topologie associe´e est appele´e la topologie h¯-adique).
La filtration sur un k[[h¯]]-module M , induite par celle de k[[h¯]], est aussi appele´e la filtration h¯-adique (la topologie
associe´e sur M est appele´e la topologie h¯-adique).
Pour V un k-module, on de´finit un nouveau k-module, que l’on note V [[h1, h2, . . . , hs]] ou encore V [[h¯]], comme l’espace
des se´ries formelles a` coefficients dans V
∑
n1,n2,...,ns≥ 0
vn1,n2,...,ns h
n1
1 h
n2
2 · · ·hnss , avec vn1,n2,...,ns ∈ V.
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Pour alle´ger l’e´criture, introduisons les notations suivantes : n¯ = (n1, n2, . . . , ns) de´signera un s-uplet de N
s, et hn¯ le
monoˆme hn11 h
n2
2 · · ·hnss .
Un e´le´ment de V [[h¯]] peut alors s’e´crire sous la forme suivante :
∑
n¯∈Ns
vn¯h
n¯ , avec vn¯ ∈ V.
L’espace vectoriel V [[h¯]] est naturellement muni d’une structure de k[[h¯]]-module :
( ∑
p¯∈Ns
xp¯ h
p¯
)
.
( ∑
q¯∈Ns
vq¯ h
q¯
)
:=
∑
n¯∈Ns
( ∑
p¯+q¯=n¯
xp¯ .vq¯
)
hn¯ ,
avec xp¯ ∈ k et vq¯ ∈ V .
On de´finit une structure de k[[h¯]]-module gradue´ sur V [[h¯]] en posant
deg
(
hn11 h
n2
2 · · ·hnss
)
:= n1 + n2 + · · ·+ ns .
La filtration associe´e a` cette graduation est la filtration h¯-adique et fait de V [[h¯]] un k[[h¯]]-module complet et se´pare´.
Le localise´ du k[[h¯]]-module V [[h¯]] par rapport aux e´le´ments h1, h2, . . . , hs est un espace vectoriel sur k((h¯)), que l’on
notera V ((h1, h2, . . . , hs)), ou encore V ((h¯)). Il s’agit de l’espace des se´ries de Laurent a` coefficients dans V
∑
n¯−N
vn¯h
n¯ , avec vn¯ ∈ V, et N ∈ Ns.
L’ordre partiel  sur Zs que l’on utilise est de´fini par n¯  m¯ si m¯− n¯ ∈ Ns.
Si A est une k-alge`bre (pas ne´cessairement commutative), on peut munir A[[h¯]] d’une structure de k[[h¯]]-alge`bre :
( ∑
p¯∈Ns
ap¯ h
p¯
)
·
( ∑
q¯∈Ns
bq¯ h
q¯
)
:=
∑
n¯∈Ns
( ∑
p¯+q¯=n¯
ap¯ bq¯
)
hn¯ ,
ou` ap¯ et bq¯ sont des e´le´ments de A.
On rappelle que k〈X〉 de´signe la k-alge`bre du mono¨ıde libre 〈X〉.
De´finition 2.1.1. Soit X un ensemble et R une partie de k〈X〉[[h¯]]. La k[[h¯]]-alge`bre topologiquement engendre´e par X
et de´finie par les relations R, que l’on note
k〈X〉[[h¯]] / (R)h¯ ,
est le quotient de k〈X〉[[h¯]] par l’adhe´rence (topologique) de l’ide´al bilate`re engendre´ par R (ou encore le plus petit ide´al
bilate`re ferme´ contenant R).
La filtration induite sur le quotient k〈X〉[[h¯]] / (R)h¯ par celle de k〈X〉[[h¯]] est la filtration h¯-adique, et fait de
k〈X〉[[h¯]] / (R)h¯ une alge`bre comple`te et se´pare´e. La topologie h¯-adique de k〈X〉[[h¯]] / (R)h¯ est la topologie quotient.
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Remarquons les proprie´te´s suivantes. Leur de´monstration est imme´diate.
Proposition 2.1.2. 1) Si V et W sont deux k-modules, on a un isomorphisme canonique de k[[h¯]]-module entre
Homk[[h¯]]
(
V [[h¯]],W [[h¯]]
)
et Homk(V,W )[[h¯]].
2) Dans le cas ou` V =W , l’isomorphisme pre´ce´dent entre Endk[[h¯]]
(
V [[h¯]]
)
et (EndkV ) [[h¯]] est un isomorphisme de
k[[h¯]]-alge`bre.
3) Si f : X → B est une application de X dans une k[[h¯]]-alge`bre B comple`te et se´pare´e (pour la filtration h¯-adique),
alors il existe un unique morphisme de k[[h¯]]-alge`bre f˜ : k〈X〉[[h¯]]→ B tel que f˜(x) = f(x) pour tout x ∈ X.
4) Si R est une partie de k〈X〉[[h¯]], l’ensemble des applications f : X → B telles que f˜ s’annule sur R est en bijection
avec l’ensemble des morphismes de k[[h¯]]-alge`bre de k〈X〉[[h¯]] / (R)h¯ vers B.
2.2 De´formations d’alge`bres
Soit A est une k-alge`bre. Le produit de A[[h¯]] e´tend celui de A au sens suivant : l’isomorphisme k-line´aire canonique
entre A[[h¯]]/(h¯ = 0) (on quotiente par l’ide´al bilate`re de A[[h¯]] engendre´ par les e´le´ments h1, h2, . . . , hs) et A est un
isomorphisme de k-alge`bre.
Il peut exister d’autres produits sur A[[h¯]] satisfaisant cette proprie´te´, ce qui motive la de´finition suivante.
De´finition 2.2.1. On appelle de´formation formelle (a` s parame`tres) d’une k-alge`bre A une structure de k[[h¯]]-alge`bre
sur le k[[h¯]]-module A[[h¯]] telle que 1 ∈ A est l’e´le´ment neutre de A[[h¯]], et telle que l’isomorphisme k-line´aire canonique
entre A[[h¯]]/(h¯ = 0) et A est un isomorphisme de k-alge`bre.
Soit V un k-module. La donne´e d’une application k[[h¯]]-biline´aire u de V [[h¯]]× V [[h¯]] vers V [[h¯]] est e´quivalente a` la
donne´e d’une famille (un¯)n¯∈Ns d’applications k-biline´aires de V × V dans V . Plus explicitement, on a :
u
( ∑
p¯∈Ns
vp¯ h
p¯ ,
∑
q¯∈Ns
wq¯ h
q¯
)
=
∑
n¯∈Ns
( ∑
p¯+q¯+r=n¯
ur
(
vp¯, wq¯
))
hn¯ .
Notons µ le produit d’une k-alge`bre A et µh¯ une application k[[h¯]]-biline´aire sur A[[h¯]]. En notant µn¯ les applications
k-biline´aires associe´es a` µh¯, l’associativite´ de µh¯ est e´quivalente a` la condition suivante :
∑
p¯+q¯=n¯
µp¯
(
µq¯(a, b), c
)
− µp¯
(
a, µq¯(b, c)
)
= 0 , ∀ n¯ ∈ Ns, ∀ a, b, c ∈ A . (2)
Supposons que µh¯ munisse A[[h¯]] d’une structure de k[[h¯]]-alge`bre (on suppose donc l’associativite´ de µh¯ et que 1 ∈ A
est un e´le´ment neutre de µh¯), alors cette structure est une de´formation formelle de A si et seulement si µ0 = µ.
On appelle de´formation formelle constante la structure de k[[h¯]]-alge`bre canonique sur A[[h¯]], caracte´rise´e par µn¯ = 0
pour n¯ ≻ 0.
De´finition 2.2.2. Deux de´formations formelles d’une k-alge`bre A sont dites e´quivalentes si il existe un isomorphisme
de k[[h¯]]-alge`bre φ : A[[h¯]]→ A[[h¯]] entre les deux structures, qui induit l’identite´ sur A[[h¯]]/(h¯ = 0).
On dira qu’une de´formation formelle est triviale si elle est e´quivalente a` la de´formation formelle constante.
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2.3 De´formations de repre´sentations
De´finition 2.3.1. Soit A une k-alge`bre. On appelle repre´sentation d’une de´formation formelle de A, que l’on note (V, pih¯),
la donne´e d’un k-module V et d’un morphisme de k[[h¯]]-alge`bre pih¯ : A[[h¯]]→ Endk[[h¯]](V [[h¯]]), ou` A[[h¯]] est conside´re´
avec sa de´formation formelle.
(V, pih¯) est dit de rang fini (resp. de rang r ∈ N) si V est un module libre de rang fini (resp. de rang r) sur k.
On appellera sous-repre´sentation d’une repre´sentation V [[h¯]] une repre´sentation de la forme W [[h¯]], avec W un
sous-k-module de V . On de´finit le quotient de V [[h¯]] par W [[h¯]] comme e´tant la repre´sentation (V/W )[[h¯]].
Notons µh¯ le produit d’une de´formation formelle de A. En utilisant le point 1) de la proposition 2.1.2, on voit que la
donne´e d’une repre´sentation (V, pih¯) est e´quivalente a` la donne´e d’une famille
(
pin¯
)
n¯∈Ns d’applications k-line´aires de A
dans Endk(V ) qui ve´rifient :
∑
p¯+q¯=n¯
[
pip¯
(
µq¯(a, b)
) − pip¯(a) ◦ piq¯(b)] = 0 , ∀ a, b ∈ A , ∀ n¯ ∈ Ns . (3)
On voit que la repre´sentation (V, pih¯) induit une repre´sentation (V, pi0) de A. On dira que (V, pih¯) est une de´formation
formelle d’une repre´sentation (V, pi) de A si pi0 = pi.
On fera la distinction entre repre´sentation d’une de´formation formelle et module d’une de´formation formelle : un module
d’une de´formation formelle A[[h¯]] de A de´signera un A[[h¯]]-module. En d’autres mots, une repre´sentation est la donne´e
d’une structure de A[[h¯]]-module sur un espace de la forme V [[h¯]].
En utilisant le point 1) encore de la proposition 2.1.2, on voit que deux repre´sentations (V, pih¯) et (W,ρh¯) sont isomorphes
en tant que A[[h¯]]-modules, si et seulement si il existe une famille
(
un¯
)
n¯∈Ns d’applications k-line´aires de V vers W telle
que u0 est bijective et telle que
∑
p¯+q¯=n¯
[
up¯ ◦ piq¯(a) − ρp¯(a) ◦ uq¯
]
= 0 , ∀ a ∈ A , ∀ n¯ ∈ Ns . (4)
On voit que si les deux repre´sentations sont isomorphes, u0 est un isomorphisme entre les repre´sentations de A induites
(V, pi0) et (W,ρ0).
On dira que deux repre´sentations (V, pih¯) et (W,ρh¯) sont e´quivalentes si l’on ajoute u0 = id aux conditions pre´ce´dentes.
Conside´rons la de´formation formelle constante de A. Dans ce cas, d’apre`s (3), la donne´e d’une repre´sentation (V, pih¯) est
e´quivalente a` la donne´e d’une famille
(
pin¯
)
n¯∈Ns d’applications k-line´aires de A dans Endk(V ) qui ve´rifient
pin¯(ab) =
∑
p¯+q¯=n¯
pip¯(a) ◦ piq¯(b) , ∀ a, b ∈ A , ∀ n¯ ∈ Ns . (5)
La de´formation formelle constante d’une repre´sentation (V, pi) de A est de´finie par pi0 = pi et pin¯ = 0 pour n¯ ≻ 0.
Une de´formation formelle sera dite triviale si elle est e´quivalente a` une de´formation formelle constante.
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On peut de´finir de manie`re similaire la notion de bimoduleM [[h¯]] d’une de´formation formelle A[[h¯]]. Toutes les de´finitions
pre´ce´dentes s’adaptent naturellement.
Notons que si V est une repre´sentation d’une k-alge`bre A. Alors EndkV est naturellement muni d’une structure de
A-bimodule :
(a.f)(x) := a.
(
f(x)
)
, (f.a)(x) := f(a.x) , avec f ∈ EndkV, a ∈ A, x ∈ V .
La de´monstration du lemme suivant est imme´diate.
Lemme 2.3.2. Soient A une k-alge`bre et V une repre´sentation de A. Si V [[h¯] est une de´formation formelle triviale de
V , alors Endk[[h¯]](V [[h¯]]) est une de´formation formelle triviale du A-bimodule EndkV .
Soit A une k-alge`bre et conside´rons une de´formation formelle A[[h¯]] de A.
On note C(A) la cate´gorie abe´lienne des repre´sentations de A et Ch¯(A) la cate´gorie des repre´sentations de la de´formation
formelle A[[h¯]].
On ve´rifie que Ch¯(A) est une cate´gorie additive k[[h¯]]-line´aire.
La somme directe de deux repre´sentations V [[h¯]],W [[h¯]] ∈ Ch¯(A) est le C[[h¯]]-module (V ⊕W )[[h¯]], qu’on munit
naturellement d’une structure de repre´sentation de A[[h¯]].
Une repre´sentation inde´composable est un objet inde´composable de la cate´gorie Ch¯(A), i.e. une repre´sentation qui n’est
pas isomorphe a` la somme directe de deux repre´sentations.
L’existence d’un conoyau d’un morphisme f : V [[h¯]]→W [[h¯]] dans Ch¯(A) n’est en ge´ne´ral pas ve´rifie´e : par exemple si
V =W = k et f est la multiplication par h. Par conse´quent Ch¯(A) n’est pas une cate´gorie abe´lienne.
La cate´gorie dont les objets sont les k[[h¯]]-modules de la forme V [[h¯]], et les fle`ches les morphismes de k[[h¯]]-module,
est d’apre`s ce qui pre´ce`de une cate´gorie additive k[[h¯]]-line´aire (c’est le cas particulier ou` A = k et k[[h¯]] est muni de la
de´formation formelle constante). On montre que cette cate´gorie est une cate´gorie tensorielle, ou` le produit tensoriel est
de´fini pour V,W deux k-modules, par
V [[h¯]] ⊗˜ W [[h¯]] := (V ⊗k W )[[h¯]] .
V [[h¯]] ⊗˜ W [[h¯]] est un comple´te´ h¯-adique de V [[h¯]]⊗k[[h¯]] W [[h¯]].
Notons Ak la cate´gorie abe´lienne des k-alge`bres et Ah¯k la cate´gorie k[[h¯]]-line´aire additive, dont les objets sont les
de´formations formelles de k-alge`bres, et les fle`ches les morphismes de k[[h¯]]-alge`bre.
On de´finit deux foncteurs k[[h¯]]-line´aires
Qh¯ : Ak −→ Ah¯k et lim
h¯→0
: Ah¯k −→ Ak ,
Groupes Q. d’Interpolation de Langlands de Rang 1 11
qui, respectivement, a` une k-alge`bre A associe sa de´formation formelle constante, et a` une de´formation formelle de A
associe A (les de´finitions de Qh¯ et limh¯→0 pour les morphismes sont les de´finitions naturelles). Remarquons que
lim
h¯→0
◦ Qh¯ = idAk .
On de´finit de fac¸on similaire un foncteur k[[h¯]]-line´aire de la cate´gorie des repre´sentations d’une de´formation formelle de
A vers la cate´gorie des repre´sentations de A :
lim
h¯→0
: Ch¯(A) −→ C(A) .
On a e´galement un foncteur k[[h¯]]
Le foncteur limh¯→0, que ce soit dans les cadre des alge`bres ou celui des repre´sentations, sera appele´ limite classique.
2.4 Cohomologie de Hochschild
De´finition 2.4.1. Soient A une k-alge`bre et M un A-bimodule.
Pour tout n ∈ N, on note Cnk (A,M), et on appelle l’espace des n-cochaˆınes, le k-module des applications k-multiline´aires
de An dans M (on a par convention C0k (A,M) =M).
On de´finit une application k-line´aire dn : Cnk (A,M)→ Cn+1k (A,M) par
(dnf)(a1, . . . , an+1) := a1.f(a2, . . . , an+1)
+
n∑
i=1
(−1)i f(a1, . . . , aiaj+1, . . . , an+1)
+ (−1)n+1f(a1, . . . , an).an+1
(pour n = 0 et x ∈M , on a (d0x)a = a.x− x.a).
On appelle, et on note (
C•k (A,M), d
)
:=
(⊕
n∈N
Cnk (A,M) ,
∑
n∈N
dn
)
,
le complexe de Hochschild de A a` coefficients dans M (on ve´rifie en effet que d ◦ d = 0).
La cohomologie de C•k (A,M) est note´e H
•
k (A,M) et appele´e la cohomologie de Hochschild de A a` coefficients dansM .
Remarque 2.4.2. Fixons la k-alge`bre A. La cohomologie de Hochschild H•k (A, ·) de´finit un foncteur de la cate´gorie des
A-bimodules vers la cate´gorie des k-modules N-gradue´s.
Le lemme suivant exprime le fait que la cohomologie de Hochschild commute en quelque sorte avec le processus de
de´formation formelle constante. Sa de´monstration est imme´diate.
Lemme 2.4.3. Soient A une k-alge`bre et M un A-bimodule. En conside´rant A[[h¯]] et M [[h¯]] comme de´formations
formelles constantes, on a pour tout n ∈ N un isomorphisme canonique k[[h¯]]-line´aire :
(
Hnk (A,M)
)
[[h¯]] ≃ Hnk[[h]]
(
A[[h¯]],M [[h¯]]
)
.
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Corollaire 2.4.4. Soient A une k-alge`bre et A[[h¯]] une de´formation formelle triviale de A. Il existe pour tout n ∈ N un
isomorphisme k[[h¯]]-line´aire (
Hnk (A,A)
)
[[h¯]] ≃ Hnk[[h]]
(
A[[h¯]], A[[h¯]]
)
.
De´monstration. A[[h¯]] e´tant isomorphe en tant que k[[h¯]]-alge`bre a` la de´formation formelle constante de A, leurs
cohomologies de Hochschild sont isomorphes. On conclut graˆce au lemme 2.4.3.
Corollaire 2.4.5. Soient A une k-alge`bre et M [[h¯]] une de´formation formelle triviale d’un A-bimoduleM . Il existe pour
tout n ∈ N un isomorphisme k[[h¯]]-line´aire
(
Hnk (A,M)
)
[[h¯]] ≃ Hnk[[h]]
(
A[[h¯]],M [[h¯]]
)
,
ou` A[[h¯]] de´signe la de´formation formelle constante de A.
De´monstration. Conse´quence du lemme 2.4.3 et de la remarque 2.4.2.
L’introduction du langage cohomologique s’ave`re inte´ressante comme en te´moigne le the´ore`me suivant, ge´ne´ralisation de
[Gui95, 2.5.3]. On ve´rifie que la de´monstration dans [Gui95] fonctionne encore quand on travaille sur un anneau commutatif
k plutoˆt que sur C, puis on donne les arguments qui permettent de passer du cas d’un parame`tre de de´formation au cas
de plusieurs parame`tres.
The´ore`me 2.4.6. Soit A une k-alge`bre et s ≥ 1 un entier. Si H2k (A,A) = 0 toute de´formation formelle a` s parame`tres
de A est triviale.
De´monstration. Nous allons proce´der par re´currence sur s. Le cas s = 1 est l’e´nonce´ de [Gui95, 2.5.3], la seule diffe´rence
e´tant que l’on travaille ici sur un anneau commutatif k (ce qui sera ne´cessaire pour la re´currence) et non sur C. On
commence par montrer, sans supposer H2k (A,A) = 0, que si µ1 = µ2 = · · · = µn−1 = 0 (avec n ∈ N≥1), et si µn, qui est
un 2-cocycle en vertu de (2), est un cobord, alors il existe µ′h e´quivalent a` µh et ve´rifiant µ
′
1 = µ
′
2 = · · · = µ′n = 0.
Il existe en effet par hypothe`se f ∈ EndkA tel que
µn(a, b) = af(b) − f(ab) + f(a)b .
On ve´rifie que l’automorphisme k[[h]]-line´aire idA − hnf conjugue µh avec une de´formation µ′h telle que
µ′h(a, b)− ab ≡ 0 mod hn+1 .
En supposant a` pre´sent H2k (A,A) = 0 et µh quelconque, d’apre`s ce qui pre´ce`de on voit qu’il existe pour tout p ∈ N≥1 un
automorphisme fp, tels que que le produit
vp := (idA − hpfp) ◦ · · · ◦ (idA − h2f2) ◦ (idA − hf1)
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conjugue µh avec une de´formation µ
(p)
h telle que µ
(p)
1 = µ
(p)
2 = · · · = µ(p)p = 0. On conclut en remarquant que vp converge
lorsque p tend vers l’infini.
Supposons le the´ore`me de´montre´ pour s ≥ 1 et conside´rons une de´formation formelle a` s+ 1 parame`tres
A[[h1, h2 . . . , hs+1]] de A. On note µh¯ le produit de cette de´formation.
En conside´rant l’isomorphisme d’anneau canonique
k[[h1, h2 . . . , hs+1]] ≃
(
k[[h1, h2 . . . , hs]]
)
[[hs+1]]
et l’isomorphisme line´aire canonique
A[[h1, h2 . . . , hs+1]] ≃
(
A[[h1, h2 . . . , hs]]
)
[[hs+1]]
on voit que le produit µh¯ de A[[h1, h2 . . . , hs+1]] induit
• sur A[[h1, h2 . . . , hs]] une structure de k[[h1, h2 . . . , hs]]-alge`bre qui est une de´formation formelle a` s parame`tres de A ;
• sur
(
A[[h1, h2 . . . , hs]]
)
[[hs+1]] une structure de de´formation a` un parame`tre de la k[[h1, h2, . . . , hs]]-alge`bre
A[[h1, h2 . . . , hs]] de´finie ci-dessus.
L’hypothe`se de re´currence et le corollaire 2.4.4 permettent alors de conclure.
Le the´ore`me suivant ge´ne´ralise celui pre´sente´ dans [Gui95, III, 2.5.6]. De la meˆme fac¸on que pour le the´ore`me 2.4.6, la
de´monstration est une ge´ne´ralisation naturelle dans le cas s = 1 et ne´cessite un argument supple´mentaire pour passer au
cas de plusieurs parame`tres de de´formation.
The´ore`me 2.4.7. Soient A une k-alge`bre et (V, pih¯) une repre´sentation de la de´formation formelle constante A[[h¯]] de
A. Si H1k (A,EndkV ) = 0, alors (V, pih¯) est une de´formation formelle triviale de pi0.
De´monstration. Le cas s = 1 est l’e´nonce´ du the´ore`me dans [Gui95]. Encore une fois, on ve´rifie que la de´monstration
se ge´ne´ralise a` un anneau commutatif k : en vertu de (5) et en supposant H1k (A,EndkV ) = 0, il existe f1 ∈ EndkV tel
que pi1 = d(f1). On conjugue alors pih¯ par l’endomorphisme idV + hf1. On continue le proce´de´ de la meˆme manie`re que
dans la preuve du the´ore`me 2.4.6.
Le lemme 2.3.2 et le corollaire 2.4.5 permettent de faire une induction sur s, de la meˆme fac¸on que dans la de´monstration
du the´ore`me 2.4.6.
3 De´finition des Groupes Quantiques d’Interpolation de Langlands de Rang 1
Dans cette section on de´finit, dans l’esprit de [FH11b], les groupes quantiques d’interpolation de Langlands de rang 1.
Si le principe d’interpolation qui motive la de´finition des groupes quantiques d’interpolation dans [FH11b] est repris
ici, les formules qui l’expriment ne sont toutefois pas les meˆmes. Plus pre´cise´ment, la diffe´rence entre les de´finitions
donne´es ici et celles pre´sentes dans [FH11b] ne se situe pas seulement au niveau du langage utilise´. Les formules que
l’on de´couvrira ci-dessous sont de prime abord moins intuitives, mais permettent toutefois de donner une pre´sentation
plus concise et peut-eˆtre moins complique´e. Notons que l’inte´reˆt n’est pas seulement esthe´tique puisque cette nouvelle
de´finition permettra, dans les sections suivantes, de de´montrer plusieurs proprie´te´s nouvelles des groupes quantiques
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d’interpolation et de leurs repre´sentations.
On sait classifier et de´crire explicitement toutes les repre´sentations irre´ductibles sur C de dimension finie L(n) (n ∈ N)
de sl2 : voir par exemple [Hum78, II.7]. Il existe une base de L(n) dont on note les vecteurs v0, v1, . . . , vn, pour laquelle
l’action de sl2 est donne´e par les formules (0 ≤ i ≤ n) :
H.vi = (n− 2i)vi , X+.vi = (n− i+ 1)vi−1 , X−.vi = (i+ 1)vi+1 ,
(on pose v−1 := vn+1 := 0).
L(n) se de´forme en une repre´sentation Lh(n) de Uh(sl2) (en tant que C[[h]]-module L
h(n) = L(n)[[h]]) :
H.vi = (n− 2i)vi , X+.vi = [n− i+ 1]Q vi−1 , X−.vi = [i+ 1]Q vi+1 ,
ou` [a]Q :=
Qa−Q−a
Q−Q−1 pour a ∈ Z et Q := exph ∈ C[[h]] (la se´rie formelle [a]Q est souvent appele´e nombre quantique).
Le point de de´part dans la de´finition des groupes quantiques d’interpolation de sl2 est de de´former une nouvelle fois,
par rapport a` un parame`tre h′, l’action de H et X± sur Lh(n), en une action sur le C[[h, h′]]-module L(n)[[h, h′]].
Contrairement a` la pre´ce´dente de´formation par rapport a` h, ces de´formations de´pendent d’un parame`tre g ∈ N≥1, de
telle sorte que l’on a non pas une de´formation mais une famille de de´formations. Pour g fixe´, les actions de´forme´es des
ge´ne´rateurs H et X± vont ve´rifier de nouvelles relations (inde´pendantes de n), de´formations des relations de Uh(sl2).
C’est ces nouvelles relations qui seront alors pose´es dans la de´finition du groupe quantique d’interpolation Uh,h′(sl2, g).
On notera Lh,h
′
(n, g) l’espace L(n)[[h, h′]] conside´re´ comme repre´sentation de l’alge`bre Uh,h′(sl2, g).
On peut remarquer la chose suivante : lors de la quantification de L(n), on a en quelque sorte remplace´ les nombres a par
les nombres quantiques [a]Q. De manie`re similaire, lors de la de´formation par rapport a` h
′, on va remplacer les nombres
quantiques [a]Q par de nouveaux nombres quantiques [a]QT{a} :
[a]QT{a} :=
(
QT {a}
)a
−
(
QT {a}
)−a
QT {a} −Q−1 T−{a} , (6)
ou` T := exph′ ∈ C[[h′]] et {a} est un polynoˆme de Laurent en Qa que l’on de´crira un peu plus loin.
De manie`re plus pre´cise, l’action de´forme´e par rapport a` h et h′ est de´crite par les formules suivantes (0 ≤ i ≤ n) :
H.vi = (n− 2i)vi ,
X+.vi =
(
[n− i+ 1]QT{n−i+1}
)
vi−1 , X
−.vi =
(
[i+ 1]QT{i+1}
)
vi+1 .
En particulier, on voit que X±X∓.vi = pi±i vi avec pi
±
i produit de deux nombres quantiques. Avant d’aller plus loin dans
les explications, donnons la de´finition des groupes quantiques d’interpolation Uh,h′(sl2, g).
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De´finition 3.0.8. Soit g ≥ 1 un entier.
Uh,h′(sl2, g) est la C[[h, h
′]]-alge`bre topologiquement engendre´e par X+, X−, H , C et de´finie par les relations
[C,X±] = [C,H ] = 0 , [H,X±] = ±2X± ,
X±X∓ =
∏
e=1,−1
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e
Q T {H
±
e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
, (7)
avec
Q := exp(h) , T := exp(h′) ,
H±e :=
1
2
(√
C + eH ∓ e
)
, {H±e }Q := P
(
QH
±
e
)
, e ∈ {−1, 1} ,
P (u) :=
1
2
(
ug−1 + u1−g
) g−1∏
k=1
εku− ε−ku−1
εk − ε−k . (8)
Soit Pg le polynoˆme interpolateur de Lagrange de degre´ g − 1 ve´rifiant
Pg(1) = 1 , Pg(ε
2) = · · · = Pg(ε2g−2) = 0 ,
ou` ε := exp(ipi/g) ∈ C est une racine (2g)-ie`me primitive de l’unite´.
Le polynoˆme de Laurent P de´fini dans (8) peut s’obtenir a` partir de Pg par syme´trisation (remarquons que P est invariant
par les deux transformations u 7→ −u et u 7→ u−1) :
P (u) =
1
2
(
Pg(u
2) + Pg(u
−2)
)
.
Par conse´quent le polynoˆme P ve´rifie
P (εl) = 1 si g divise l , P (εl) = 0 sinon . (9)
L’e´le´ment C dans Uh,h′(sl2, g) doit en quelque sorte eˆtre compris comme l’ope´rateur de multiplication par (n+ 1)
2
sur Lh,h
′
(n, g). Dans la relation (7), on peut en quelque sorte reconnaˆıtre a` droite de l’e´galite´ le produit pi±i . En effet
l’ope´rateur H±e sur L
h,h′(n, g) est de´crit par (0 ≤ i ≤ n) :
H+1 .vi = n− i , H−1 .vi = n− i+ 1 , H+−1.vi = i+ 1 , H−−1.vi = i .
La relation (7) contient pour ainsi dire la de´finition des polynoˆmes {a} (a ∈ Z) :
{a} := P (Qa) = 1
2
(
Qa(g−1) +Qa(1−g)
) g−1∏
k=1
εkQa − ε−kQ−a
εk − ε−k . (10)
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Ces polynoˆmes {a} posse`dent la proprie´te´ suivante : en spe´cialisant Q a` ε on obtient d’apre`s (9)
{a} = 1 si g divise a et {a} = 0 sinon.
C’est cette proprie´te´ des polynoˆmes {a} qui permettra de de´montrer que Lh,h′(n, g) interpole la repre´sentation Lh(n) du
groupe quantique Uh(sl2) et la repre´sentation Langlands g-duale
LLh
′
(n, g) de Ugh′ (sl2) : voir la section 6 et le the´ore`me
6.0.13.
Il faut pre´ciser deux points dans la de´finition de Uh,h′(sl2, g).
• On peut conside´rer
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e et Q T {H±e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
comme des se´ries formelles dans C
[
H,
√
C
]
[[h, h′]], ou` H et
√
C de´signent ici les variables de l’alge`bre de polynoˆmes
C
[
H,
√
C
]
. Les deux se´ries formelles sont divisibles par h+ h′{H±e }Q. Le quotient
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e
Q T {H
±
e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
est alors de´fini dans C
[
H,
√
C
]
[[h, h′]] comme le quotient des deux se´ries formelles pre´ce´dentes chacune divise´e par
h+ h′{H±e }Q (de telle sorte que la se´rie au de´nominateur devient alors inversible).
• En conside´rant le produit
Π :=
∏
e=1,−1
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e
Q T {H
±
e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
comme un e´le´ment de l’alge`bre C
[
H,
√
C
]
[[h, h′]], on ve´rifie que Π est invariant par l’unique automorphisme de la
C[[h, h′]]-alge`bre C
[
H,
√
C
]
[[h, h′]] qui envoieH surH et
√
C sur −√C (car le polynoˆme P de´fini dans (8) est invariant
par la transformation u 7→ u−1). Cela prouve que Π appartient en fait a` la sous-alge`bre C
[
H,
(√
C
)2]
[[h, h′]].
Dans la relation (7), le terme a` droite de l’e´galite´ est l’image de Π par le morphisme de C[[h, h′]]-alge`bre qui a` H associe
H et a`
(√
C
)2
l’e´le´ment C.
√
C ne de´signe donc pas un e´le´ment de l’alge`bre Uh,h′(sl2, g). On utilisera souvent cette e´criture dans la suite en omettant
toutefois de faire les ve´rifications semblables a` celles faites pre´ce´demment.
Remarque 3.0.9. Dans [FH11b], les groupes quantiques d’interpolation ne´cessitent d’autres ge´ne´rateurs que X±, H
et C (on verra dans la section suivante que l’on peut en fait se passer de C pour de´finir Uh,h′(sl2, g)). De plus, il est
ne´cessaire de conside´rer des puissances de certains des ge´ne´rateurs par d’autres ge´ne´rateurs, ce a` quoi on peut donner
un sens quitte a` rajouter au moins autant de nouveaux ge´ne´rateurs qu’il n’y a de telles puissances. Ces alge`bres sont en
quelque sorte beaucoup plus grosses que les alge`bres Uh,h′(sl2, g), donc moins maniables, et plusieurs des re´sultats qui
suivront dans les sections suivantes n’ont pas d’analogues dans [FH11b].
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U(sl2) de´signera l’alge`bre enveloppante de sl2 : c’est la C-alge`bre engendre´e par X¯
±, H¯, et de´finie par les relations
[H¯, X¯±] = ±2 X¯± , [X¯+, X¯−] = H¯ .
Le centre de U(sl2) est l’alge`bre des polynoˆmes en l’e´le´ment de Casimir
C¯ := (H¯ + 1)2 + 4 X¯−X¯+ = (H¯ − 1)2 + 4 X¯+X¯− , (11)
voir par exemple [Kna02, p. 304].
Rappelons par ailleurs la de´finition du groupe quantique Uh(sl2) (qui est une de´formation formelle triviale de U(sl2) :
voir par exemple [CP95, 6.4]).
Il s’agit de la C[[h]]-alge`bre topologiquement engendre´e par les e´le´ments X˜±, H˜ , et de´finie par les relations
[H˜, X˜±] = ±2 X˜± , [X˜+, X˜−] = sinh(hH˜)
sinh(h)
.
On notera par ailleurs Urh(sl2) (r ∈ N≥1) la C[[h]]-alge`bre topologiquement engendre´e par les e´le´ments X˜±, H˜ , et de´finie
par les relations
[H˜, X˜±] = ±2 X˜± , [X˜+, X˜−] = sinh(rhH˜)
sinh(rh)
.
En d’autres mots, Urh(sl2) est simplement obtenue a` partir de Uh(sl2) par renormalisation du parame`tre h.
Exemple 3.0.10. Dans la de´finition 3.0.8, conside´rons le cas ou` g = 1. On a P = 1 pour le polynoˆme d’interpolation
de´finie dans (8). Par suite Uh,h′(sl2, 1) est la C[[h, h
′]]-alge`bre topologiquement engendre´e par X+, X−, H , C et de´finie
par les relations
[C,X±] = [C,H ] = 0 ,
[H,X±] = ±2X± ,
X±X∓ =
∏
e=1,−1
(QT )H
±
e − (QT )−H±e
QT − Q−1 T−1 ,
avec
H±e :=
1
2
(√
C + eH ∓ e
)
, ou` e ∈ {−1, 1} .
La relation suivante est ve´rifie´e dans Uh,h′(sl2, 1) :
[X+, X−] =
(QT )H − (QT )−H
QT −Q−1T−1 .
Par conse´quent, Uh,h′(sl2, 1) contient naturellement un quotient de la C[[h
′′]]-alge`bre Uh′′(sl2) (toute C[[h, h
′]]-alge`bre, et
en particulier Uh,h′(sl2, 1), est naturellement munie d’une structure de C[[h
′′]]-alge`bre ou` h′′ agit par h+ h′). D’apre`s la
proposition 4.1.2 e´nonce´e un peu plus loin, on voit que Uh′′(sl2) est en fait une sous-alge`bre de Uh,h′(sl2, 1). En notant
h(3) = h− h′, Uh,h′(sl2, 1) apparaˆıt comme la de´formation constante de Uh′′(sl2) selon h(3).
Cette situation est particulie`re a` g = 1. Pour g ≥ 2, Uh,h′(sl2, g) n’est plus une de´formation formelle constante selon h(3)
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du groupe quantique usuel. En particulier, on remarque que la syme´trie entre h et h′, observe´e pour g = 1, est brise´e
pour g ≥ 2.
Remarque 3.0.11. Les groupes quantiques Uh,h′(sl2, g) pour g = 1, 2 et 3 correspondent aux groupes quantiques
d’interpolation appele´s e´le´mentaires dans [FH11b], et respectivement note´s Uq,t(A1), Uq,t(B1) et Uq,t(G1).
Ces groupes quantiques d’interpolation e´le´mentaires permettent de donner une de´finition dans [FH11b] d’un groupe
quantique d’interpolation de Langlands associe´ a` une alge`bre de Lie simple de dimension finie. Dans cet article, la
de´finition donne´e est valable quelque soit g, ce qui permettra d’associer des groupes d’interpolation de Langlands a` toute
alge`bre de Kac-Moody (syme´trisable).
4 Proprie´te´s des Groupes Quantiques d’Interpolation
On e´tudie ici les groupes quantiques d’interpolation de Langlands Uh,h′(sl2, g) de´finis pre´ce´demment. La section est
divise´e en cinq sous-sections.
Dans la premie`re on montre que les groupes quantiques d’interpolation s’ave`rent eˆtre des doubles de´formations formelles
triviales de U(sl2), et plus encore, des de´formations triviales selon h (ou h
′) du groupe quantique usuel associe´ a` sl2 :
voir le the´ore`me 4.1.3. Il s’agit la` d’un fait nouveau et d’un point cle´ de l’article.
Les deux sous-sections qui suivent donnent diffe´rentes proprie´te´s des groupes quantiques d’interpolation, obtenues graˆce
aux structures de double de´formation de ceux-ci. La plupart, comme explique´ dans la remarque 3.0.9, n’ont pas d’analogues
dans [FH11b].
On prouve notamment l’existence d’une de´composition triangulaire de Uh,h′(sl2, g) (voir la proposition 4.2.4), qui sera
un outil efficace, par exemple pour l’e´tude des repre´sentations.
Dans la quatrie`me sous-section, on donne quelques proprie´te´s de syme´trie de Uh,h′(sl2, g). Enfin dans la dernie`re sous-
section, on de´finit rigoureusement ce que signifie spe´cialiser Uh,h′(sl2, g) en Q = ε, et on e´tablit un lemme crucial pour
notre e´tude : voir le lemme 4.5.2 et la remarque 4.5.3.
4.1 Doubles de´formations
La proposition un peu technique qui suit est fondamentale, elle contient en quelque sorte le noyau dur de la preuve que
Uh,h′(sl2, g) admet des structures de de´formations de U(sl2) et du groupe quantique usuel : voir le the´ore`me 4.1.3.
Proposition 4.1.1. Il existe un isomorphisme de C[[h, h′]]-alge`bre
ψ : Uh,h′(sl2, g)
∼−→ U(sl2)[[h, h′]] ,
ou` U(sl2)[[h, h
′]] de´signe la de´formation formelle constante de U(sl2), et tel que
ψ(H) = H¯ , ψ(C) = C¯ , ψ(X−) = X¯− ,
ψ(X+) =
 ∏
e=1,−1
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e
H¯+e
(
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q
)
 X¯+ , (12)
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Avant de donner la de´monstration de cette proposition, commenc¸ons par expliquer le terme a` droite de l’e´galite´ (12).
H¯±e est de´fini comme dans la de´finition 3.0.8 :
H¯±e :=
1
2
(√
C¯ + eH¯ ∓ e
)
, e ∈ {−1, 1} .
Dans C[H,
√
C¯][[h, h′]], la se´rie formelle
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e = 2 sinh[(h+ h′{H¯+e }Q)H¯+e
]
est divisible par
(
h+ h′{H¯+e }Q
)
H¯+e . La se´rie
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q = 2 sinh
(
h+ h′{H¯+e }Q
)
est quant a` elle divisible par h+ h′{H¯+e }Q dans C[H,
√
C¯][[h, h′]]. Le quotient
F¯ :=
 ∏
e=1,−1
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e
H¯+e
(
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q
)

a donc un sens dans C[H,
√
C¯][[h, h′]] une fois les divisions faites. De la meˆme manie`re que dans la de´finition 3.0.8, on
ve´rifie que F¯ appartient en fait a` la sous-alge`bre C[H, (
√
C¯)2][[h, h′]].
Le terme a` droite de l’e´galite´ dans (12) est de´fini comme l’image de F¯ par l’unique morphisme de C[[h, h′]]-alge`bre qui
envoie H¯ sur H¯ et (
√
C¯)2 sur C¯.
De´monstration. Pour prouver l’existence du morphisme ψ, il s’agit, d’apre`s le point 4) de la proposition 2.1.2, de voir
que (
ψ(X+), ψ(X−), ψ(H), ψ(C)
)
ve´rifient les relations de´finissant Uh,h′(sl2).
• Puisque ψ envoie C sur l’e´le´ment central C¯, les relations suivantes sont imme´diatement ve´rifie´es :
[
ψ(C), ψ(X±)
]
=
[
ψ(C), ψ(H)
]
= 0 .
• [
ψ(H), ψ(X−)
]
=
[
H¯, X¯−
]
= −2X¯− = −2ψ(X−) .
• L’e´le´ment
Π¯ :=
∏
e=1,−1
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e
H¯+e
(
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q
)
20 A. Bouayad
appartient a` la sous-C[[h, h′]]-alge`bre topologiquement engendre´e par H¯ et C¯, donc commute avec H¯ . Par suite,
[
ψ(H), ψ(X+)
]
=
[
H¯, Π¯X¯+
]
= Π¯
[
H¯, X¯+
]
= 2Π¯X¯+ = 2ψ(X+) .
• Dans Uh(sl2), on a X¯+X¯− = 14 C¯ − 14 (H¯ − 1)2 = H¯+1 H¯+−1, donc
ψ(X+)ψ(X−) =
∏
e=1,−1
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q
)
= ψ
 ∏
e=1,−1
(
Q T {H
+
e }Q
)H+e − (Q T {H+e }Q)−H+e
Q T {H
+
e }Q − Q−1 T−{H+e }Q
 .
• Toujours dans Uh(sl2), on a X¯−H¯+e = H¯−e X¯−, donc
X¯−
 ∏
e=1,−1
(
QT {H¯
+
e }Q
)H¯+e − (QT {H¯+e }Q)−H¯+e
H¯+e
(
QT {H¯
+
e }Q − Q−1 T−{H¯+e }Q
)
 =
 ∏
e=1,−1
(
QT {H¯
−
e }Q
)H¯−e − (QT {H¯−e }Q)−H¯−e
H¯−e
(
QT {H¯
−
e }Q − Q−1 T−{H¯−e }Q
)
 X¯− .
Par ailleurs, X¯−X¯+ = 1
4
C¯ − 1
4
(H¯ + 1)2 = H¯−1 H¯
−
−1, donc
ψ(X−)ψ(X+) =
∏
e=1,−1
(
QT {H¯
−
e }Q
)H¯−e − (QT {H¯−e }Q)−H¯−e
QT {H¯
−
e }Q − Q−1 T−{H¯−e }Q
= ψ
 ∏
e=1,−1
(
Q T {H
−
e }Q
)H−e − (Q T {H−e }Q)−H−e
Q T {H
−
e }Q − Q−1 T−{H−e }Q
 .
On peut de´finir un inverse ψ1 de ψ en posant
ψ1(H¯) = H , ψ1(X¯
−) = X− ,
ψ1(X¯
+) =
 ∏
e=1,−1
H+e
(
QT {H
+
e }Q − Q−1 T−{H+e }Q
)
(
QT {H
+
e }Q
)H+e − (QT {H+e }Q)−H+e
X+ . (13)
En reprenant la discussion pre´ce´dant cette de´monstration, on voit que le terme a` droite de l’e´galite´ (13) est bien de´fini :
il faut remarquer que la se´rie formelle
(
Q T {H
+
e }Q
)H+e − (Q T {H+e }Q)−H+e = 2 sinh[(h+ h′{H+e }Q)H+e
]
,
une fois divise´e par
(
h+ h′{H+e }Q
)
H+e , est inversible dans C[H,
√
C][[h, h′]].
On prouve graˆce a` des arguments similaires a` ceux donne´s pour ψ que ψ1 est un morphisme de C[[h, h
′]]-alge`bre. En
particulier on obtient que
ψ1(X¯
±)ψ1(X¯
∓) =
1
4
C − 1
4
(H ∓ 1)2 ,
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ce qui implique que ψ1(C¯) = C et par suite que (ψ1 ◦ ψ)(C) = C et (ψ ◦ ψ1)(C¯) = C. Les autres identite´s a` ve´rifier, pour
montrer que ψ et ψ1 sont inverses l’un de l’autre, sont e´videntes.
La proposition 4.1.1 montre en particulier que la C[[h, h′]]-alge`bre Uh,h′ (sl2, g) est isomorphe a` la de´formation formelle
constante de U(sl2) selon h et h
′.
Il existe une autre fac¸on, plus naturelle, d’identifier les C[[h, h′]]-modules Uh,h′(sl2, g) et U(sl2)[[h, h
′]], et par suite une
fac¸on plus naturelle de voir Uh,h′(sl2, g) comme une de´formation formelle de U(sl2) selon h et h
′. On identifie la base(
(X¯−)aH¯b(X¯+)c
)
a,b,c∈N
de U(sl2) avec la famille
(
(X−)aHb(X+)c
)
a,b,c∈N
de Uh,h′(sl2, g), qu’on ve´rifie en effet eˆtre une
base topologique dans la proposition suivante.
Proposition 4.1.2. Soit g ∈ N≥1.
Uh,h′(sl2, g) admet pour base topologique la famille
(
(X−)aHb(X+)c
)
a,b,c∈N.
De´monstration. On utilise l’isomorphisme ψ de la proposition 4.1.1 et le the´ore`me de Poincare´-Birkhoff-Witt pour sl2,
en remarquant que
ψ(H) ≡ H¯ mod (h, h′) , ψ(X±) ≡ X¯± mod (h, h′) . (14)
Comme indique´ plus haut, l’existence de cette base topologique fournit un isomorphisme C[[h, h′]]-line´aire naturel
Bh,h
′
: U(sl2)[[h, h
′]] ∼→ Uh,h′(sl2, g), puis, par transport, une structure de C[[h, h′]]-alge`bre sur U(sl2)[[h, h′]].
En conside´rant ci-dessous U(sl2)[[h, h
′]] a` gauche muni de cette structure et U(sl2)[[h, h′]] a` droite comme la de´formation
constante de U(sl2),
ψ ◦ Bh,h′ : U(sl2)[[h, h′]] → U(sl2)[[h, h′]]
est alors un isomorphisme de C[[h, h′]]-alge`bre. En utilisant (14) on en conclut que la structure transporte´e par Bh,h
′
sur
U(sl2)[[h, h
′]] est une de´formation formelle de U(sl2) par rapport a` h et h′, qu’on notera par abus de langage Uh,h′(sl2, g).
Uh(sl2) admet comme base topologique la famille de monoˆmes (X˜
−)aH˜b(X˜+)c avec a, b, c ∈ N : voir par exemple [CP95,
6.4]. De meˆme que pre´ce´demment, par transport on de´finit sur U(sl2)[[h]] une structure de de´formation formelle de
U(sl2) par rapport a` h, qu’on notera par abus de langage Uh(sl2).
Dans le quotient Uh,h′(sl2, g)/(h
′ = 0) les relations suivantes sont ve´rifie´es : [H,X±] = ±2X± et
[X+, X−] = X+X− − X−X+
=
Q
√
C +Q−
√
C
(Q−Q−1)2 −
QH−1 +Q−H+1
(Q−Q−1)2 −
Q
√
C +Q−
√
C
(Q−Q−1)2 +
QH+1 +Q−H−1
(Q−Q−1)2
=
QH −Q−H
Q−Q−1 .
Cela prouve l’existence d’un morphisme de C[[h]]-alge`bre
Uh(sl2) = U(sl2)[[h]] −→ Uh,h′(sl2, g)/(h′ = 0) = U(sl2)[[h, h′]]/(h′ = 0) = U(sl2)[[h]]
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e´gal a` l’idendite´. En d’autres mots Uh,h′(sl2, g) = U(sl2)[[h, h
′]] = U(sl2)[[h]][[h′]] est une de´formation formelle selon h′
de Uh(sl2) = U(sl2)[[h]].
De manie`re similaire, on voit que Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle de Uh′(sl2) selon h : il faut remarquer que
dans le quotient Uh,h′(sl2, g)/(h = 0) on a P (Q
H±e ) = 1.
L’isomorphisme ψ de la proposition 4.1.1 induit un isomorphisme de C[[h]]-alge`bre
ϕ := lim
h′→0
ψ : Uh(sl2)
∼−→ U(sl2)[[h]] ,
qui n’est autre que l’isomorphisme de [CP95, prop. 6.4.6]. Pour le voir, il suffit de calculer ϕ sur les ge´ne´rateurs X˜± et
H˜, faisons-le pour X˜+ (c’est e´vident pour les autres) :
ϕ(X˜+) =
( ∏
e=1,−1
QH¯
+
e −Q−H¯+e
H¯+e (Q−Q−1)
)
X¯+
= 4
(
Q
√
C¯ +Q−
√
C¯ −QH¯−1 −Q−H¯+1(
C¯ − (H¯ − 1)2) (Q−Q−1)2
)
X¯+
= 2
(
cosh h(H¯ − 1)− cosh h
√
C¯(
(H¯ − 1)2 − C¯) sinh2 h
)
X¯+ .
On pose φ l’unique isomorphisme de C[[h, h′]]-alge`bre tel que le diagramme suivant est commutatif :
Uh(sl2)[[h
′]]
∼
Qh′ (ϕ)
))TT
TTT
TTT
TTT
TTT
T
Uh,h′(sl2, g)
φ
∼
55kkkkkkkkkkkkkk
ψ
∼
// U(sl2)[[h, h
′]]
De la meˆme manie`re, on a l’existence d’un isomorphisme de C[[h′]]-alge`bre
ϕ′ := lim
h→0
ψ : Uh′(sl2)
∼−→ U(sl2)[[h′]] ,
et d’un unique isomorphisme φ′ de C[[h, h′]]-alge`bre, de telle sorte que le diagramme pre´ce´dent se comple`te par syme´trie
en le diagramme commutatif suivant :
Uh(sl2)[[h
′]]
∼
Qh′ (ϕ)
))TT
TTT
TTT
TTT
TTT
T
Uh,h′(sl2, g)
φ
∼
55kkkkkkkkkkkkkk
φ′
∼
))SS
SSS
SSS
SSS
SSS
S
ψ
∼
// U(sl2)[[h, h
′]]
Uh′(sl2)[[h]]
∼
Qh(ϕ′)
55jjjjjjjjjjjjjjj
(15)
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On re´sume la discussion pre´ce´dente dans le the´ore`me 4.1.3 suivant, qu’on illustre par le diagramme commutatif
Uh,h′(sl2, g)
limh′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
l
limh→0
))RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
lim
h,h′→0

Uh(sl2)
limh→0
))RR
RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Uh′(sl2)
lim
h′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
ll
U(sl2)
The´ore`me 4.1.3. 1) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle triviale de U(sl2) selon h, h
′.
2) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle triviale de Uh(sl2) selon h
′.
3) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle triviale de Uh′(sl2) selon h.
Remarque 4.1.4. La cohomologie de Hochschild de U(sl2) est nulle en degre´ 2 : voir par exemple [Gui80, II.11]. le
the´ore`me 2.4.6 et le lemme 2.4.3 donnent donc une preuve que les de´formations formelles pre´ce´dentes sont triviales. La
proposition 4.1.1 a toutefois l’avantage de fournir explicitement des isomorphismes avec les de´formations constantes.
Remarque 4.1.5. Le the´ore`me 4.1.3 signifie en particulier que les groupes quantiques d’interpolation Uh,h′(sl2, g) ne
sont en fait pas plus gros que l’alge`bre enveloppante U(sl2) (seul l’espace des scalaires est grossi). Par ailleurs, il permet
de formuler le fait qu’ils sont des objets comparables a` U(sl2).
4.2 Corollaires
Ici on donne des corollaires des re´sultats de la section pre´ce´dente. Ces re´sultats sont nouveaux.
Le premier est une conse´quence imme´diate de la proposition 4.1.2. Il pre´cise que Uh,h′(sl2, g) est pour ainsi dire de´fini a`
partir de seulement trois e´le´ments X−, H et X+.
Corollaire 4.2.1. Uh,h′(sl2, g) est topologiquement engendre´e par les e´le´ments X
± et H .
Comme conse´quences imme´diates de la proposition 4.1.1, on a les deux corollaires suivants.
Corollaire 4.2.2. Uh,h′(sl2, g) est inte`gre.
Corollaire 4.2.3. Le centre de Uh,h′(sl2, g) est topologiquement engendre´ par C et isomorphe a` C[C][[h, h
′]].
On donne maintenant un re´sultat de de´composition triangulaire, analogue a` ceux que l’on connaˆıt pour U(sl2) et Uh(sl2).
On note U−h,h′(sl2, g), U
0
h,h′(sl2, g) et U
+
h,h′(sl2, g) les sous-C[[h, h
′]]-alge`bres de Uh,h′(sl2, g), topologiquement engendre´es
respectivement par X−, H et X+.
D’apre`s la proposition 4.1.2, elles sont, en tant que C[[h, h′]]-alge`bres, canoniquement isomorphes respectivement a`
C[X−][[h, h′]], C[H ][[h, h′]] et C[X+][[h, h′]].
Proposition 4.2.4. Uh,h′(sl2, g) admet une de´composition triangulaire :
Uh,h′(sl2, g) ≃ U−h,h′(sl2, g) ⊗˜C[[h,h′]] U0h,h′(sl2, g) ⊗˜C[[h,h′]] U+h,h′(sl2, g) , (16)
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ou` l’isomorphisme de C[[h, h′]]-modules est de´fini par la multiplication de Uh,h′(sl2, g) :
x− ⊗ x0 ⊗ x+ 7→ x− · x0 · x+ , avec xs ∈ Ush,h′(sl2, g), s ∈ {−, 0,+} .
De´monstration. C’est une conse´quence de la proposition 4.1.2.
4.3 Autre pre´sentation
On donne ici une autre pre´sentation des alge`bres Uh,h′(sl2, g). Elle pre´sente l’avantage de ne faire appel qu’aux
ge´ne´rateurs X± et H . Les re´sultats ici sont nouveaux.
Uh,h′(sl2, g) est engendre´e par X
±, H et C. Le corollaire 4.2.1 signifie donc que C peut s’e´crire en fonction de X± et H .
Plus pre´cise´ment, on a le re´sultat suivant.
De´finition-Proposition 4.3.1. Soit C〈X±,H〉0 le sous-C-espace vectoriel de C〈X±,H〉 engendre´ par les monoˆmes de
la forme
(X−)aHb(X+)a , a, b ∈ N .
1) Il existe une unique famille d’e´le´ments Cn,m ∈ C〈X±,H〉0, avec n,m ∈ N, telle que dans Uh,h′(sl2, g)
C =
∑
n,m∈N
Cn,m h
n(h′)m .
2) Il existe une unique famille d’e´le´ments αn,m ∈ C〈X±,H〉0, avec n,m ∈ N, telle que dans Uh,h′(sl2, g)
[X+, X−] =
∑
n,m∈N
αn,m h
n(h′)m .
De´monstration. La proposition 4.1.2 implique que le sous-C[[h, h′]]-module de Uh,h′(sl2, g) topologiquement engendre´
par les monoˆmes de la forme
(X−)aHb(X+)a , a, b ∈ N
est e´gal a` la sous-C[[h, h′]]-alge`bre de Uh,h′(sl2, g) commutant avec H . En effet on a
[H, (X−)aHb(X+)c] = 2(c− a)(X−)aHb(X+)c , pour a, b, c ∈ N .
Puisque C appartient au centre de Uh,h′(sl2, g) et puisque [X
+, X−] commute avec H , on obtient les deux points de la
proposition.
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Proposition 4.3.2. Soient g ∈ N≥1 et Vh,h′(sl2, g) la C[[h, h′]]-alge`bre topologiquement engendre´e par X±, H et de´finie
par les relations
[H,X±] = ±2X± , [X+, X−] =
∑
n,m∈N
αn,m h
n(h′)m .
Il existe un isomorphisme de C[[h, h′]]-alge`bre
ϕ : Vh,h′(sl2, g)
∼−→ Uh,h′(sl2, g) ,
uniquement de´termine´ par ϕ(X±) = X± et ϕ(H) = H . En outre, ϕ ve´rifie :
ϕ−1(C) =
∑
n,m∈N
Cn,m h
n(h′)m .
De´monstration. D’apre`s la de´finition des αn,m, il existe un unique morphisme d’alge`bre
ϕ : Vh,h′(sl2, g) → Uh,h′(sl2, g) ,
ve´rifiant ϕ(X±) = X± et ϕ(H) = H .
D’apre`s les relations de´finissant l’alge`bre Vh,h′(sl2, g), on voit que cette dernie`re est topologiquement engendre´e par les
monoˆmes de la forme
(X−)aHb(X+)c , avec a, b, c ∈ N .
La proposition 4.1.2 implique alors que ϕ est un isomorphisme.
On a ϕ−1(X±) = X± et ϕ−1(H) = H , donc, d’apre`s la de´finition des Cn,m, on voit que ϕ−1(C) =
∑
n,m∈N Cn,m h
n(h′)m.
Remarque 4.3.3. 1) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation de U(sl2), ou` la limite classique de C ve´rifie la relation (11) : on
le ve´rifie en calculant la limite classique des relations (7) de Uh,h′(sl2, g). On a donc
C = 4X+X− + (H − 1)2 +
∑
n+m≥ 1
Cn,m h
n(h′)m . (17)
2) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation de Uh(sl2), par suite :
[X+, X−] =
exp(hH)− exp(−hH)
exp(h)− exp(−h) + h
′ ∑
n,m∈N
αn,m+1 h
n(h′)m .
4.4 Syme´tries
On donne ici des proprie´te´s de syme´trie de l’alge`bre Uh,h′(sl2, g), analogues naturels de proprie´te´s qui existent de´ja` pour
U(sl2) et Uh(sl2). Les re´sultats ici sont nouveaux.
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Lemme 4.4.1. 1) Il existe un unique automorphisme ω de la C[[h, h′]]-alge`bre Uh,h′(sl2, g) tel que ω(X
±) = X∓,
ω(H) = −H . Il est involutif et envoie C sur C.
2) Il existe un unique anti-automorphisme τ de la C[[h, h′]]-alge`bre Uh,h′(sl2, g) tel que τ (X
±) = X±, τ (H) = −H . Il est
involutif et envoie C sur C.
De´monstration. Dans les deux points, le fait que Uh,h′(sl2, g) est topologiquement engendre´e par X
−, X+, et H
implique l’unicite´. Reste donc l’existence.
1) Il suffit de ve´rifier que (
ω(X+), ω(X−), ω(H), ω(C)
)
=
(
X−, X+,−H,C)
ve´rifient les relations de la de´finition 3.0.8 dans l’alge`bre Uh,h′ (sl2, g). Faisons-le pour les relations (7), les autres e´tant
e´videntes. ω(H±e ) = H
∓
−e, par suite
ω
(
X±
)
ω
(
X∓
)
= X∓X± =
∏
e=1,−1
(
Q T {H
∓
e }Q
)H∓e − (Q T {H∓e }Q)−H∓e
Q T {H
∓
e }Q − Q−1 T−{H∓e }Q
= ω
 ∏
e=1,−1
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e
Q T {H
±
e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
 .
2) Ici, il faut ve´rifier que (
τ (X+), τ (X−), τ (H), τ (C)
)
=
(
X+, X−,−H,C)
ve´rifient les relations de la de´finition 3.0.8 dans l’alge`bre Uopph,h′(sl2, g), l’alge`bre oppose´e de Uh,h′(sl2, g). Faisons-le pour
les relations (7), les autres e´tant e´videntes.
τ (H±e ) = H
∓
−e, par suite
τ
(
X±
)
·opp
(
X∓
)
= X∓X± =
∏
e=1,−1
(
Q T {H
∓
e }Q
)H∓e − (Q T {H∓e }Q)−H∓e
Q T {H
∓
e }Q − Q−1 T−{H∓e }Q
= τ
 ∏
e=1,−1
(
Q T {H
±
e }Q
)H±e − (Q T {H±e }Q)−H±e
Q T {H
±
e }Q − Q−1 T−{H±e }Q
 .
4.5 Interpolation
On de´finit ici rigoureusement ce que signifie spe´cialiser Uh,h′(sl2, g) en Q = ε. Une fois les de´finitions pose´es, on prouve
le lemme 4.5.2. Ce re´sultat est crucial dans notre e´tude, il exprime que toutes les relations de Ugh′(sl2) peuvent eˆtre
obtenues a` partir de la spe´cialisation a` Q = ε de Uh,h′(sl2, g).
On note A la sous-C-alge`bre de C[[h]] engendre´e par Q±1, canoniquement isomorphe aux polynoˆmes de Laurent en Q :
A ≃ C
[
Q±1
]
.
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On rappelle que ε de´signe la racine (2g)-ie`me primitive de l’unite´ eipi/g ∈ C et on pose
[g − 1]!ε :=
g−1∏
k=1
[k]ε =
g−1∏
k=1
εk − ε−k
ε− ε−1 ∈ C
∗ .
De´finition 4.5.1. Soit g ∈ N≥1.
UA,h′(sl2, g) est la sous A[[h′]]-alge`bre de Uh,h′(sl2, g) topologiquement engendre´e (pour la topologie (h′)-adique) par
C , H , X± et Q±H , Q
√
C +Q−
√
C .
La de´monstration du lemme suivant est le passage le plus technique de l’article. Le lemme 4.5.2 assure essentiellement que
la proprie´te´ d’interpolation de Uh,h′(sl2, g) en Q = ε est ve´rifie´e. Il est le noyau dur qui permettra de montrer plus loin dans
l’article que la spe´cialisation a` Q = ε de Uh,h′(sl2, g) contient Ugh′(sl2) comme sous-quotient. Par ailleurs, il ge´ne´ralise a`
tout g ∈ N≥1 un re´sultat analogue dans [FH11b]. Sa preuve n’est en toutefois pas une simple ge´ne´ralisation/adaptation.
Dans [FH11b] l’alge`bre quantique duale de Langlands est re´alise´e de plusieurs manie`res diffe´rentes comme sous-quotients
de la spe´cialisation a` Q = ε du groupe quantique d’interpolation de Langlands. Ici, la re´alisation est plus universelle
puisqu’elle ne fait intervenir qu’un seul sous-quotient. De manie`re plus pre´cise, on obtient l’alge`bre quantique duale en
imposant a` Uh,h′(sl2, g) moins de relations qu’il n’est fait dans [FH11b] pour chacune des re´alisations.
Lemme 4.5.2. Dans la C[[h′]]-alge`bre
UA,h′(sl2, g) /
(
Q = ε, Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)h′
ou` · h′ de´signe l’adhe´rence pour la topologie (h′)-adique, on a l’e´galite´ :
(
ε T − ε−1T−1)2 [(X+)g, (X−)g] = ([g − 1]!ε)2 (T g − T−g)(TH − T−H) . (18)
De´monstration. Dans Uh,h′(sl2, g), la relation (7) implique l’e´galite´
(X±)g(X∓)g =
g−1∏
k=0
∏
e=1,−1
(
Q T {H
±
e ∓ek}Q
)H±e ∓ek − (Q T {H±e ∓ek}Q)−H±e
Q T {H
±
e ∓ek}Q − Q−1 T−{H±e ∓ek}Q
.
Pour 0 ≤ k ≤ g − 1, on peut conside´rer les e´le´ments
Πˇk :=
∏
e=1,−1
[
Q T
{H±e ∓ek}Q − Q−1 T−{H±e ∓ek}Q
]
et Πˆk :=
∏
e=1,−1
[(
Q T {H
±
e ∓ek}Q
)H±e ∓ek − (Q T {H±e ∓ek}Q)−H±e ] (19)
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dans l’alge`bre A[H,√C,Q±H , Q±
√
C ][[h′]]. On remarque alors qu’ils invariants par la transformation Q
√
C 7→ Q−
√
C . Par
conse´quent Ils appartiennent en fait a` la sous-alge`bre A[H,
√
C,Q±H , Q
√
C +Q−
√
C ][[h′]]. En particulier, leurs images
dans Uh,h′ (sl2, g) sont des e´le´ments de UA,h′(sl2, g).
La relation (19) implique dans UA,h′(sl2, g) la relation
(
g−1∏
k=0
∏
e=1,−1
[
Q T {H
±
e ∓ek}Q − Q−1 T−{H±e ∓ek}Q
])
(X±)g(X∓)g
=
g−1∏
k=0
∏
e=1,−1
[(
Q T {H
±
e ∓ek}Q
)H±e ∓ek − (Q T {H±e ∓ek}Q)−H±e ] . (20)
Pour 0 ≤ k ≤ g − 1, les e´le´ments Πˇk et Πˆk sont invariants par la transformation QH 7→ −QH , ainsi que par la
transformation Q
√
C 7→ −Q
√
C . Ils appartiennent donc a` la sous-alge`bre A[H,C,Q±2H , Q2
√
C +Q−2
√
C ][[h′]].
Par ailleurs le morphisme de A-alge`bre
A[Q±2H , Q2
√
C +Q−2
√
C ] −→ A[Q±Hae ]e∈{−1,1}, a∈{−,+}
de´fini par
Q±2H 7→ Q2H+1 Q−2H−−1 et Q2
√
C +Q−2
√
C 7→ Q2H+1 Q2H+−1 +Q−2H+1 Q−2H+−1
induit un isomorphisme
A ≃ A[Q±2H , Q2
√
C +Q−2
√
C ] /
(
Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)
∼−→ A[Q±Hae ]e∈{−1,1}, a∈{−,+} /
(
QH
a
e = ε(1−ae)/2
) ≃ A ,
et par suite un isomorphisme de C[H,C][[h′]]-alge`bre
M :=
 A
[
H,C,Q±2H , Q2
√
C +Q−2
√
C
]
(
Q = ε, Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)
 [[h′]] ∼−→
A
[
H,C,Q±H
a
e
]
e∈{−1,1}, a∈{−,+}(
Q = ε, QH
a
e = ε(1−ae)/2
)
 [[h′]] .
Par conse´quent, dans M, on a
g−1∏
k=0
∏
e=1,−1
[
Q T {H
±
e ∓ek}Q − Q−1 T−{H±e ∓ek}Q
]
= (ε− ε−1)2g−2 (ε T − ε−1T−1)2 (21)
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et
g−1∏
k=0
∏
e=1,−1
[(
Q T {H
±
e ∓ek}Q
)H±e ∓ek − (Q T {H±e ∓ek}Q)−H±e ]
=
[
g−1∏
k=1
(
εk − ε−k
)2 ] ∏
e=1,−1
(
TH
±
e +(g−1∓eg±e)/2 − T−H±e −(g−1∓eg±e)/2
)
=
[
g−1∏
k=1
(
εk − ε−k
)2 ](
T
√
C+g−1 + T−
√
C−g+1 − T∓g TH − T±g T−H
)
. (22)
Dans le quotient UA,h′ (sl2, g) /
(
Q = ε, Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)h′
, les relations (21) et (22) impliquent
l’e´galite´
(ε− ε−1)2g−2 (ε T − ε−1T−1)2 (X±)g(X∓)g
=
[
g−1∏
k=1
(
εk − ε−k
)2 ](
T
√
C+g−1 + T−
√
C−g+1 − T∓g TH − T±g T−H
)
. (∗±)
On obtient (18) en faisant la diffe´rence de (∗+) et (∗−).
Remarque 4.5.3. D’apre`s le lemme pre´ce´dent, dans le localise´ par rapport a` h′
(
UA,h′(sl2, g) /
(
Q = ε, Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)h′ )
h′
,
les e´le´ments
LX+ := ([g − 1]!ε)−2
(
ε T − ε−1T−1)2 (T g − T−g)−2 (X+)g ,
LX− := (X−)g , et LH :=
H
g
ve´rifient
[LH,LX±] = ±2 LX± , [LX+, LX−] = sinh(gh
′LH)
sinh(gh′)
.
Autrement dit, la sous-C[[h′]]-alge`bre engendre´e par LX± et LH , que nous noterons 〈LX±, LH〉, est un quotient de
Ugh′(sl2).
Nous verrons, apre`s avoir e´tabli la dualite´ de Langlands pour les repre´sentations des groupes quantiques de rang 1, que
〈LX±, LH〉 est en fait isomorphe a` Ugh′(sl2) : voir le the´ore`me 6.0.17.
5 The´orie des Repre´sentations des Groupes Quantiques d’Interpolation
Dans cette section, on e´tudie la the´orie des repre´sentations de Uh,h′(sl2, g). On commence, en utilisant la de´composition
triangulaire de Uh,h′(sl2, g) (proposition 4.2.4), par construire des modules de Verma de Uh,h′(sl2, g), de´formations selon
h′ pour chaque g ∈ N≥1, des modules de Verma de Uh(sl2) correspondants. Comme pour sl2 et Uh(sl2), on peut en
donner une description explicite. Voir la proposition 5.0.4.
Pour chaque g ∈ N≥1, on de´finit ensuite une de´formation selon h′ des repre´sentations de Uh(sl2) de rang fini Lh(n)
(n ∈ N). Voir la proposition 5.0.6. Comme pour sl2 et Uh(sl2), cette de´formation peut-eˆtre re´alise´e comme quotient du
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module de Verma de Uh,h′(sl2, g).
On utilise ensuite les outils de la section 2 pour de´crire pre´cise´ment la cate´gorie des repre´sentations de rang fini
de Uh,h′ (sl2, g) : voir le the´ore`me 5.0.8. On obtient notamment que toute repre´sentation de sl2 de dimension finie
peut-eˆtre de´forme´e en une repre´sentation de Uh,h′(sl2, g), que la cate´gorie posse`de la proprie´te´ de Krull-Schmidt
(toute repre´sentation est, d’une manie`re unique, somme directe de repre´sentations inde´composables), et que ses seules
repre´sentations inde´composables sont les de´formations de Lh(n) (n ∈ N) mentionne´es pre´ce´demment.
Ces re´sultats sur la cate´gorie des repre´sentations de rang fini des groupes quantiques d’interpolation de Langlands de
rang 1 sont nouveaux. Dans [FH11b], pour g = 2, 3 des modules de Verma sont de´finis, ainsi que des de´formations des
repre´sentations irre´ductibles de dimension finie Lq(n) de Uq(sl2). Toutefois une e´tude syste´matique de la the´orie des
repre´sentations de dimension finie des groupes quantiques d’interpolation de rang 1 n’est pas faite. Celle-ci semble
difficilement re´alisable du point de vue de [FH11b], du fait notamment du nombre trop important de ge´ne´rateurs des
groupes quantiques d’interpolation.
Soit g ∈ N≥1. Le groupe quantique d’interpolation Uh,h′ (sl2, g) est, d’apre`s le the´ore`me 4.1.3, une de´formation de U(sl2).
En reprenant les de´finitions de la section 2, on rappelle qu’une repre´sentation V h,h
′
de Uh,h′(sl2, g) est donne´e par un
C-espace vectoriel V et par une action de Uh,h′(sl2, g) sur V [[h, h
′]].
La repre´sentation V h,h
′
est une repre´sentation de poids si le C[[h, h′]]-module V h,h
′
admet une de´composition en somme
directe :
V h,h
′
=
⊕
n∈Z
V h,h
′
n , avec V
h,h′
n := {f ∈ V h,h
′
: H.f = nf} . (23)
Remarquons que V h,h
′
n (n ∈ Z) est un sous-C[[h, h′]]-module ferme´ de V h,h
′
(en effet, H est C[[h, h′]]-line´aire, donc
continu).
Un e´le´ment f ∈ V h,h′n est appele´ un e´le´ment de poids n, et si X+.f = 0, f est appele´ un e´le´ment de plus haut poids n.
Si V h,h
′
n 6= (0), alors n est appele´ un poids de V h,h
′
et V h,h
′
n un espace de poids de V
h,h′ . On notera wtV h,h
′
l’ensemble
des poids de V h,h
′
.
La cate´gorie additive C[[h, h′]]-line´aire des repre´sentations de Uh,h′(sl2, g) de rang fini sera note´e Ch,h
′
(sl2, g).
On pose U := U(sl2). On rappelle que le module de Verma M(n) de U(sl2) (n ∈ Z) est donne´ par :
M(n) := U /
(
UX¯+ + U (H¯ − n1)
)
.
En notant m0 ∈M(n) l’image de 1 ∈ U , et mj := (X¯−)j .m0 (j ∈ N), on obtient une base (mj)j∈N de M(n) telle que
H.mj = (n− 2j)mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj = j(n− j + 1)mj−1 , (on pose m−1 := 0).
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On pose Uh := Uh(sl2). Le module de Verma M
h(n) de Uh(sl2) (n ∈ Z) est donne´ par :
Mh(n) := Uh /
(
UhX˜+ + Uh(H˜ − n1)
)
.
On pose Uh,h
′
:= Uh,h′(sl2, g) et on de´finit le module de Verma M
h,h′ (n, g) de Uh,h′(sl2, g) (n ∈ Z) :
Mh,h
′
(n, g) := Uh,h
′
/
(
Uh,h
′
X+ + Uh,h
′
(H − n1)
)
. (24)
Uh,h′(sl2, g) = U(sl2)[[h, h
′]] (on rappelle que cette e´galite´ doit eˆtre interpre´te´e en conside´rant la base donne´e dans la
proposition 4.1.2) est une repre´sentation, appele´e re´gulie`re, de Uh,h′(sl2, g) en conside´rant l’action par multiplication a`
gauche. C’est une de´formation de la repre´sentation re´gulie`re de U(sl2).
Puisque X+H = HX+ − 2X+, on a l’e´galite´ de C[[h, h′]]-module
Uh,h
′
X+ + Uh,h
′
(H − n1) =
(
UX¯+ + U (H¯ − n1)
)
[[h, h′]] .
Le sous-Uh,h′(sl2, g)-module U
h,h′X+ + Uh,h
′
(H − n1) de la repre´sentation re´gulie`re est donc une sous-repre´sentation,
et par suite une de´formation formelle de la repre´sentation UX¯+ + U (H¯ − n1) de U(sl2).
On en de´duit que Mh,h
′
(n, g) =M(n)[[h, h′]] est une de´formation formelle du module de Verma M(n) de U(sl2) selon h
et h′ (remarquons que cela prouve en particulier que Mh,h
′
(n, g) est non trivial).
De la meˆme fac¸on, Mh(n) =M(n)[[h]] (n ∈ Z) est une de´formation du module de Verma M(n) de U(sl2) selon h et
Mh,h
′
(n, g) est une de´formation de Mh(n) selon h′.
On re´sume ce qui pre´ce`de, et on donne une description explicite du moduleMh,h
′
(n, g), dans la proposition 5.0.4 suivante.
Proposition 5.0.4. Soient n ∈ Z et g ∈ N≥1.
1) Mh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de rang infini de Uh,h′ (sl2, g).
2) Mh,h
′
(n, g) est une de´formation formelle du module de Verma M(n) de U(sl2) selon h et h
′.
3) Mh,h
′
(n, g) est une de´formation formelle du module de Verma Mh(n) de Uh(sl2) selon h
′.
4) Le module de Verma Mh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de poids.
5) L’action de Uh,h′(sl2, g) sur M
h,h′(n, g) est donne´e dans la base topologique (mj)j∈N par :
H.mj = (n− 2j)mj ,
C.mj = (n+ 1)
2mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj =
[
j
]
QT{j}
[
n− j + 1]
QT{n−j+1}
mj−1 ,
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De´monstration. Les trois premiers points ont de´ja` e´te´ prouve´s.
On utilise les relations de la de´finition 3.0.8 de Uh,h′(sl2, g) et le fait que mj = (X
−)j .m0 (j ∈ N) pour montrer le dernier
point.
En examinant l’action de H , on obtient que Mh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de poids avec Mh,h
′
n−2j(n, g) = C[[h, h
′]].mj
(j ∈ N) et
Mh,h
′
(n, g) =
⊕
j∈N
Mh,h
′
n−2j(n, g) .
L’action de Uh(sl2) sur M
h(n) (n ∈ Z) est donne´e dans la base topologique (mj)j∈N par :
H.mj = (n− 2j)mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj = [j]Q [n− j + 1]Qmj−1 ,
Formellement donc, le module de Verma Mh,h
′
(n, g) de Uh,h′(sl2, g) s’obtient a` partir du module de Verma M
h(n) de
Uh(sl2), en remplac¸ant les boˆıtes quantiques [a]Q par les boˆıtes [a]QT{a} (a ∈ Z).
Les modules de Verma de Uh,h′(sl2, g) ve´rifient la proprie´te´ universelle suivante. Sa de´monstration s’obtient
imme´diatement a` partir de (24).
Proposition 5.0.5. Si V h,h
′
est une repre´sentation de Uh,h′(sl2, g) et f ∈ V h,h
′
un e´le´ment de plus haut poids n, alors
il existe un unique morphisme
ϕ : Mh,h
′
(n, g) → V h,h′
qui ve´rifie ϕ(m0) = f .
On rappelle que la repre´sentation irre´ductible de dimension finie L(n) de U(sl2) est obtenue comme quotient de M(n)
par la sous-repre´sentation
⊕
j≥n+1 Cmj .
L(n) admet alors comme base la famille des vecteurs mj (0 ≤ j ≤ n) et l’action de U(sl2) sur L(n) est donne´e par
H.mj = (n− 2j)mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj = j(n− j + 1)mj−1 ,
(on pose m−1 = mn+1 := 0).
Une sous-repre´sentation V [[h, h′]] de Mh,h
′
(n, g) =M(n)[[h, h′]] ve´rifie en particulier H.V ⊂ V . L’action de H sur M(n)
e´tant localement finie et semi-simple, elle l’est aussi sur V . Par suite V admet comme base une sous-famille de (mj)j∈N.
D’apre`s le point 5) de la proposition 5.0.4, Mh,h
′
(n, g) admet une sous-repre´sentation non triviale si et seulement
si n ∈ N. Dans ce dernier cas, il existe une unique sous-repre´sentation non triviale :
(⊕
j≥n+1 Cmj
)
[[h, h′]] qui est
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isomorphe a` Mh,h
′
(−n− 2) d’apre`s la proposition 5.0.5.
On note Lh,h
′
(n, g) la repre´sentation quotient, de rang fini e´gal a` n+ 1.
On de´finit de la meˆme manie`re la repre´sentation de rang fini Lh(n) de Uh(sl2).
Par des arguments similaires a` ceux donne´s dans le cas des modules de Verma, on ve´rifie que Lh,h
′
(n, g) est une
de´formation selon h et h′ de la repre´sentation irre´ductible L(n) de U(sl2), et une de´formation selon h′ de la
repre´sentation Lh(n) de Uh(sl2).
On re´sume ce qui pre´ce`de, et on donne une description explicite de Lh,h
′
(n, g), dans la proposition suivante.
Proposition 5.0.6. Soient n ∈ N et g ∈ N≥1.
1) Lh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de Uh,h′(sl2, g) de rang fini e´gal a` n+ 1.
2) Lh,h
′
(n, g) est une de´formation formelle de la repre´sentation irre´ductible L(n) de U(sl2) selon h et h
′.
3) Lh,h
′
(n, g) est une de´formation formelle de la repre´sentation Lh(n) de Uh(sl2) selon h
′.
4) Lh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de poids.
5) L’action de Uh,h′(sl2, g) sur L
h,h′(n, g) est donne´e dans la base topologique (mj)0≤j≤n par :
H.mj = (n− 2j)mj ,
C.mj = (n+ 1)
2mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj =
[
j
]
QT{j}
[
n− j + 1]
QT{n−j+1}
mj−1 ,
De´monstration. Les trois premiers points ont de´ja` e´te´ prouve´s.
Le dernier point est une conse´quence du point 5) de la proposition 5.0.4.
En examinant l’action de H , on obtient que Lh,h
′
(n, g) est une repre´sentation de poids avec Lh,h
′
n−2j(n, g) = C[[h, h
′]].mj
(0 ≤ j ≤ n) et
Lh,h
′
(n, g) =
⊕
0≤j≤n
Lh,h
′
n−2j(n, g) .
L’action de Uh(sl2) sur la repre´sentation L
h(n) (n ∈ N) est donne´e par :
H.mj = (n− 2j)mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj = [j
]
Q
[n− j + 1]Qmj−1 .
Ici encore, il suffit de remplacer, comme explique´ plus haut, les boˆıtes quantiques de la repre´sentation Lh(n) de Uh(sl2)
pour obtenir la repre´sentation Lh,h
′
(n, g) de Uh,h′ (sl2).
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Remarque 5.0.7. Pour g = 1, 2, 3, des analogues des repre´sentations Mh,h
′
(n, g) et Lh,h
′
(n, g) existent dans [FH11b].
Toutefois celui de Mh,h
′
(n, g) n’apparaˆıt pas comme un module de Verma (les groupes quantiques d’interpolation
de Langlands dans [FH11b] n’admettent a priori pas de de´composition triangulaire), quotient de la repre´sentation
re´gulie`re.
On note C(sl2) la cate´gorie abe´lienne des repre´sentations de dimension finie de l’alge`bre de Lie sl2. On rappelle que
C(sl2) est une cate´gorie semi-simple : voir par exemple [Hum78, II.6]. Semi-simple ici signifie que toute repre´sentation
de dimension finie de sl2 est une somme directe finie de repre´sentations irre´ductibles.
D’apre`s la section 2 sur les de´formations formelles, on dispose du foncteur additif :
lim
h,h′→0
: Ch,h′(sl2, g) −→ C(sl2) .
On note Rep(sl2) et Rep
h,h′(sl2, g) les groupes de Grothendieck des cate´gories additives respectives C(sl2) et Ch,h′(sl2, g).
On dira qu’une cate´gorie additive C posse`de la proprie´te´ de Krull-Schmidt si chaque objet dans C est une somme directe
d’objets inde´composables, les facteurs composant la somme e´tant uniques a` isomorphisme et ordre pre`s.
Le the´ore`me suivant donne plusieurs re´sultats nouveaux sur la cate´gorie des repre´sentations de rang fini de Uh,h′(sl2, g).
Ceux-ci n’ont pas d’analogues dans [FH11b].
The´ore`me 5.0.8. 1) Toute repre´sentation V ∈ Ch(sl2) admet une de´formation V h,h′ dans Ch,h′(sl2, g).
2) Deux repre´sentations dans Ch,h′(sl2, g) sont isomorphes si et seulement si leurs limites classiques le sont.
3) Le foncteur limh,h′→0 : Ch,h
′
(sl2, g)→ C(sl2) induit un isomorphisme additif
[
lim
h,h′→0
]
: Reph,h
′
(sl2, g)
∼−→ Rep(sl2)
du groupe de Grothendieck Reph,h
′
(sl2, g) sur le groupe de Grothendieck Rep(sl2).
4) La cate´gorie Ch,h′(sl2, g) posse`de la proprie´te´ de Krull-Schmidt.
5) Pour tout n ∈ N, la repre´sentation de rang fini Lh,h′(n, g) est inde´composable. Pour toute repre´sentation V h,h′ de
Uh,h′(sl2, g) de rang fini inde´composable, il existe un unique n ∈ N tel que V h,h
′
est isomorphe a` Lh,h
′
(n, g).
6) Toute repre´sentation dans Ch,h′(sl2, g) est une repre´sentation de poids.
De´monstration. On note C la cate´gorie des repre´sentations de rang fini de la de´formation formelle constante
U(sl2)[[h, h
′]]. On sait d’apre`s le the´ore`me 4.1.3 que Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle triviale de U(sl2). Il
existe alors une e´quivalence de cate´gorie additive C[[h, h′]]-line´aire entre Ch,h′(sl2, g) et C, de telle sorte que le diagramme
suivant commute :
C ≃ //
lim
h,h′→0
  B
BB
BB
BB
BB
Ch,h′(sl2, g)
limh,h′→0yyss
ss
ss
ss
ss
C(sl2)
(25)
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Soit V ∈ C(sl2), d’apre`s le the´ore`me 2.4.7 et puisque H1(U(sl2),EndCV ) = 0 (voir par exemple [Gui80, II.11]), toute
de´formation V h,h
′
dans C de V est e´quivalente a` la de´formation formelle constante de V .
Apre`s ces remarques, de´montrons dans l’ordre les diffe´rents points du the´ore`me.
1) Toute repre´sentation V ∈ C(sl2) admet une de´formation dans C : la de´formation constante. On conclut graˆce a` (25).
2) D’apre`s (25) il suffit de montrer le point 2) pour C.
Le foncteur limh,h′→0 induit une application, que l’on note [limh,h′→0], des classes d’isomorphisme de C vers les classes
d’isomorphisme de C(sl2). Le foncteur
Qh,h′ : C(sl2) → C ,
qui a` une repre´sentation V ∈ C(sl2) associe sa de´formation constante V [[h, h′]], induit clairement un inverse a` gauche[
Qh,h′
]
de [limh,h′→0].
[
Qh,h′
]
est aussi un inverse a` droite, puisque toute repre´sentation dans C est isomorphe a` la
de´formation constante de sa limite classique.
3) Les deux foncteurs pre´ce´dents e´tant additifs, [limh,h′→0] et
[
Qh,h′
]
induisent, sur les groupes de Grothendieck de C
et C(sl2), des isomorphismes inverses l’un de l’autre. On conclut graˆce a` (25) encore une fois.
4) C(sl2) e´tant semi-simple, elle posse`de en particulier la proprie´te´ de Krull-Schmidt. D’apre`s le point 2) et puisque
limh,h′→0 est additif, on en de´duit que Ch,h
′
(sl2, g) la posse`de aussi.
5) D’apre`s la proposition 5.0.6, la limite classique de la repre´sentation Lh,h
′
(n, g) est la repre´sentation irre´ductible (donc
inde´composable) L(n). Toute repre´sentation inde´composable (donc irre´ductible) de sl2 est isomorphe a` un L(n) (n ∈ N).
On conclut en remarquant que le point 2) implique qu’une repre´sentation de Ch(sl2) est inde´composable si et seulement
si sa limite classique l’est.
6) D’apre`s ce qui pre´ce`de, toute repre´sentation de Uh,h′(sl2, g) est isomorphe a` une somme directe de repre´sentations
Lh,h
′
(n, g). On conclut graˆce a` la proposition 5.0.6.
On note, en identifiant les C[[h, h′]]-alge`bres U0h,h′(sl2, g) et C[H ][[h, h
′]],
Π0 : Uh,h′(sl2, g) → C[H ][[h, h′]]
la projection C[[h, h′]]-line´aire sur U0h,h′(sl2, g) de´finie naturellement selon la de´composition triangulaire (16).
En composant Π0 avec l’unique automorphisme de la C[[h, h′]]-alge`bre C[H ][[h, h′] qui a` H associe H + 1, on obtient un
nouveau morphisme C[[h, h′]]-line´aire δ : Uh,h′(sl2, g)→ C[H ][[h, h′]].
En utilisant la remarque 4.3.3 et la description explicite de l’action de C sur les repre´sentations Lh,h
′
(n, g) donne´e dans
la proposition 5.0.6, on voit que δ(C) = H2. Le corollaire 4.2.3 implique alors la proposition suivante, qui donne un
e´quivalent pour Uh,h′(sl2, g) de l’isomorphisme d’Harish-Chandra (voir [Har51], [Tan90] et [Kas95, VI.4]).
Proposition 5.0.9. La restriction de δ sur le centre de Uh,h′(sl2, g) de´finit un isomorphisme de C[[h, h
′]]-alge`bre
δ : Z
(
Uh,h′(sl2, g)
) ∼−→ C[H2][[h, h′]] ,
qui a` C associe H2.
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6 Dualite´ de Langlands pour les Repre´sentations des Qroupes Quantiques en Rang 1
Dans cette section, on e´tudie la spe´cialisation a` Q = ε de la repre´sentation inde´composable Lh,h
′
(n, g) et du module de
Verma Mh,h
′
(n, g).
Il est montre´ que ces spe´cialisations contiennent de manie`re naturelle des repre´sentations du groupe quantique Ugh′(sl2) :
les repre´sentations Langlands g-duales de Lh,h
′
(n, g) et Mh,h
′
(n, g). Voir les the´ore`mes 6.0.13 et 6.0.15.
En particulier, la conjecture [FH11b, conjecture 1] concernant l’existence de repre´sentations qui de´forment simultane´ment
deux repre´sentations Langlands duales, est re´solue ici dans le cas du rang 1 et pour tout g ∈ N≥1.
La proprie´te´ d’interpolation/dualite´ pour les repre´sentations permet de terminer la de´monstration, entame´e par le
lemme 4.5.2, de la proprie´te´ d’interpolation de Uh,h′(sl2, g) : voir le the´ore`me 6.0.17.
Soit g ∈ N≥1. Rappelons que ε de´signe la racine (2g)-ie`me primitive de l’unite´ eipi/g ∈ C.
De´finition 6.0.10. La spe´cialisation a` Q = ε de Uh,h′(sl2, g) est la C[[h
′]]-alge`bre
Uε,h′(sl2, g) := UA,h′(sl2, g) / (Q = ε)
h′
.
On de´finit aussi une notion de poids pour les Uε,h′(sl2, g)-modules.
Un module Uε,h′(sl2, g)-module V
ε,h′ est un module de poids si il existe une de´composition en espace de poids :
V ε,h
′
=
⊕
n∈Z
V ε,h
′
n , avec V
ε,h′
n := {f ∈ V ε,h
′
: H.f = nf} . (26)
Un vecteur f ∈ V ε,h′n est appele´ un vecteur de poids n. Si V ε,h
′
n 6= (0), alors n est appele´ un poids de V ε,h
′
et V ε,h
′
n un
espace de poids de V .
On note MA,h
′
(n, g) (n ∈ Z) et LA,h′ (n, g) (n ∈ N) les sous-A[[h′]]-modules de respectivement Mh,h′(n, g) et Lh,h′(n, g),
topologiquement engendre´s par les bases (mj)j∈N et (mj)0≤j≤n (pour la topologie (h′)-adique). On a
MA,h
′
(n, g) ≃
(⊕
j∈N
Amj
)
[[h′]] , LA,h
′
(n, g) ≃
( ⊕
0≤j≤n
Amj
)
[[h′]] .
D’apre`s les propositions 5.0.4 et 5.0.6, X±, H , C, Q±H et Q
√
C +Q−
√
C stabilisent MA,h
′
(n, g) et LA,h
′
(n, g). Par
suite les actions de Uh,h′(sl2, g) sur M
h,h′(n, g) et Lh,h
′
(n, g) induisent des actions de UA,h′(sl2, g) sur M
A,h′(n, g) et
LA,h
′
(n, g).
On note Mε,h
′
(n, g) et Lε,h
′
(n, g) les spe´cialisations a` Q = ε de MA,h
′
(n, g) et LA,h
′
(n, g) :
Mε,h
′
(n, g) := MA,h
′
(n, g) / (Q− ε).MA,h′(n, g)h
′
,
Lε,h
′
(n, g) := LA,h
′
(n, g) / (Q− ε).LA,h′(n, g)h
′
,
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ou` · h′ de´signent l’adhe´rence pour la topologie (h′)-adique. Mε,h′(n, g) et Lε,h′(n, g) sont en particulier des C[[h′]]-
modules et on a
Mε,h
′
(n, g) ≃
(⊕
j∈N
Cmj
)
[[h′]] , Lε,h
′
(n, g) ≃
( ⊕
0≤j≤n
Cmj
)
[[h′]] . (27)
L’action de UA,h′(sl2, g) surM
A,h′(n, g) induit une action de Uε,h′(sl2, g) surM
ε,h′(n, g). De meˆme l’action de UA,h′(sl2, g)
sur LA,h
′
(n, g) induit une action de Uε,h′(sl2, g) sur L
ε,h′(n, g).
De´finition 6.0.11. Soit g ∈ N≥1.
1) Soit n ∈ Z. Le Uε,h′ (sl2, g)-module Mε,h
′
(n, g) est appele´ la spe´cialisation a` Q = ε du module de Verma Mh,h
′
(n, g).
2) Soit n ∈ N. Le Uε,h′(sl2, g)-module Lε,h
′
(n, g) est appele´ la spe´cialisation a` Q = ε de la repre´sentation inde´composable
Lh,h
′
(n, g).
On ve´rifie imme´diatement que les Uε,h′(sl2, g)-modules M
ε,h′(n, g) et Lε,h
′
(n, g) sont des modules de poids.
Supposons a` pre´sent que n ∈ gZ et explicitons les modules Mε,h′(n, g) et Lε,h′(n, g) :
H.mj = (n− 2j)mj ,
QH .mj = (−1)n/g ε−2jmj ,
C.mj = (n+ 1)
2mj ,(
Q
√
C +Q−
√
C).mj = (−1)n/g (ε+ ε−1)mj ,
X−.mj = mj+1 ,
X+.mj =

[
j
]
εT
[
n− j + 1]
ε
mj−1 , si j ≡ 0 [g] ,[
j
]
ε
[
n− j + 1]
εT
mj−1 , si j ≡ 1 [g] ,[
j
]
ε
[
n− j + 1]
ε
mj−1 , sinon.
Formellement on obtient l’action de X± sur Mε,h
′
(n, g) et Lε,h
′
(n, g) a` partir de celle de X± sur les repre´sentations de
Uh(sl2) correspondantes, en remplac¸ant les boˆıtes quantiques [j]Q par les boˆıtes [j]εT quand g divise j, et par [j]ε sinon.
Dans le cas ou` g = 2 ou 3, on retrouve alors formellement les actions de X± sur les repre´sentations de´crites dans
[FH11b], avec q = ε et t = T .
On suppose toujours n ∈ gZ.
Notons LMh
′
(n, g) et LLh
′
(n, g) les sommes des espaces de poids divisibles par g des Uε,h′(sl2, g)-modules M
ε,h′(n, g) et
Lε,h
′
(n, g) respectivement.
Posons g′ := g/2 et n′ := 2n/g si g est pair, g′ := g et n′ := n/g si g est impair. On a
LMh
′
(n, g) ≃
(⊕
j∈N
Cmg′j
)
[[h′]] , LLh
′
(n, g) ≃
( ⊕
0≤j≤n′
Cmg′j
)
[[h′]] .
D’apre`s ce qui pre´ce`de, d’une part (X±)g, H , C, Q±H et Q
√
C +Q−
√
C stabilisent LMh
′
(n, g) et LLh
′
(n, g), d’autre part
Q2H agit par 1 et Q2
√
C +Q−2
√
C par ε2 + ε−2.
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On note LM (h
′)(n, g) et LL(h
′)(n, g) les localise´s par rapport a` h′ des C[[h′]]-modules LMh
′
(n, g) et LLh
′
(n, g). On a
LM (h
′)(n, g) ≃
(⊕
j∈N
Cmg′j
)
((h′)) et LL(h
′)(n, g) ≃
( ⊕
0≤j≤n′
Cmg′j
)
((h′)) .
Les actions de Uε,h′(sl2, g) induisent alors d’apre`s la remarque 4.5.3, des actions de Ugh′(sl2) sur
LM (h
′)(n, g) et
LL(h
′)(n, g).
Graˆce a` la description pre´ce´dente des modules Mε,h
′
(n, g) et Lε,h
′
(n, g), on ve´rifie que LX± et LH stabilisent LMh
′
(n, g)
et LLh
′
(n, g), conside´re´s comme sous-C[[h′]]-modules respectivement de LM (h
′)(n, g) et LL(h
′)(n, g).
LMh
′
(n, g) et LLh
′
(n, g) sont alors des repre´sentations de Ugh′(sl2)
De´finition 6.0.12. 1) Soit n ∈ gZ. La repre´sentation LMh′(n, g) de Ugh′ (sl2) est appelle´ la repre´sentation Langlands
g-duale du module de Verma Mh(n) de Uh(sl2).
2) Soit n ∈ gN. La repre´sentation LLh′(n, g) de Ugh′(sl2) est appelle´ la repre´sentation Langlands g-duale de la
repre´sentation inde´composable Lh(n) de Uh(sl2).
Dans la suite Ch(sl2) de´signera la cate´gorie additive C[[h]]-line´aire des repre´sentations de rang fini de Uh(sl2) et Reph(sl2)
son groupe de Grothendieck.
Cgh′(sl2) de´signera la cate´gorie additive C[[h′]]-line´aire des repre´sentation de rang fini de Ugh′ (sl2) et Repgh
′
(sl2) son
groupe de Grothendieck.
On dispose des foncteurs additifs
lim
h′→0
: Ch,h′(sl2, g) −→ Ch(sl2) , lim
h→0
: Ch(sl2) −→ C(sl2) ,
et lim
h′→0
: Cgh′(sl2) −→ C(sl2) .
On note P = Zω le re´seau des poids de sl2 et P
+ = Nω ⊂ P le sous-ensemble des poids dominants. On de´finit une
application Πg : P → P par
Πg(nω) :=
n
g
ω si g / n , Πg(nω) := 0 sinon,
qui s’e´tend line´airement en une application Πg : Z[P ]→ Z[P ] (Πg conserve l’addition mais pas le produit).
On note
χ : Rep(sl2) → Z[P ] , χh : Reph(sl2) → Z[P ] ,
et χgh
′
: Repgh
′
(sl2) → Z[P ]
les morphismes de caracte`res (qui sont on le rappelle des morphismes d’anneau).
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On peut, de la meˆme fac¸on, de´finir graˆce au point 6 du the´ore`me 5.0.8 un morphisme de caracte`re
χh,h
′
g : Rep
h,h′(sl2, g) → Z[P ] .
La diffe´rence ici est que χh,h
′
g est un morphisme seulement additif.
On ve´rifie sans difficulte´ que le diagramme suivant est commutatif :
Reph,h
′
(sl2, g)
χh,h
′
g
%%K
KK
KK
KK
KK
KK
KK
KK
KK
KK
KK
[limh′→0]
// Reph(sl2)
χh

[limh→0]
// Rep(sl2)
χ
zzuu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
uu
Z[P ]
Les deux the´ore`mes qui suivent re´sument les constructions faites au de´but de cette section. Ils donnent e´galement une
description des repre´sentations Langlands g-duales, qu’on obtient imme´diatement d’apre`s ce qui pre´ce`de.
The´ore`me 6.0.13. Soient g ∈ N≥1 et n ∈ gN.
1) La repre´sentation Lh,h
′
(n, g) de Uh,h′(sl2, g) est une de´formation selon h
′ de la repre´sentation inde´composable Lh(n)
de Uh(sl2) :
lim
h′→0
Lh,h
′
(n, g) = Lh(n) .
2) La spe´cialisation Lε,h
′
(n, g) a` Q = ε de Lh,h
′
(n, g) est un Uε,h′(sl2, g)-module de poids.
3) Lε,h
′
(n, g) contient la repre´sentation LLh
′
(n, g) de Ugh′(sl2), Langlands g-duale de L
h(n), comme somme des espaces
de poids divisibles par g.
4) Les caracte`res de Lh(n) et LLh
′
(n, g) sont relie´s par
(
Πg ◦ χh
)(
Lh(n)
)
= χgh
′
(
LLh
′
(n, g)
)
.
5) Si g est paire :
LLh
′
(n, g) ≃ Lgh′
(
n
g
)
⊕ Lgh′
(
n
g
− 1
)
pour n > 0 ,
LLh
′
(0, g) ≃ Lgh′(0).
6) si g est impaire :
LLh
′
(n, g) ≃ Lgh′
(
n
g
)
.
De´finition 6.0.14. La limite h′ → 0 de la repre´sentation Langlands g-duale (n ∈ gN) LLh′(n, g) est une repre´sentation
de sl2 que l’on note
LL(n, g) et qu’on appelle la repre´sentation Langlands g-duale de la repre´sentation irre´ductible L(n)
de sl2.
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Au niveau des caracte`res on a :
(Πg ◦ χ) (L(n)) = χ
(
LL(n, g)
)
.
On peut illustrer le the´ore`me 6.0.13 et la remarque pre´ce´dente par le diagramme suivant (g ∈ N≥1, n ∈ gN) :
Lh,h
′
(n, g)
limh′→0
vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm limQ→ε
**UU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
Lh(n)
limh→0

LLh
′
(n, g) ⊃ Lgh′(n/g)
limh′→0

L(n) LL(n, g) ⊃ L(n/g)
En d’autres mots, la repre´sentation irre´ductible L(n) de sl2, qui peut eˆtre de´forme´e une premie`re fois selon h en une
repre´sentation Lh(n) de Uh(sl2), peut une seconde fois eˆtre de´forme´e selon h
′ en une repre´sentation Lh,h
′
(n, g) de
Uh,h′(sl2, g), les rangs des espaces de poids restant invariants sous chacune des de´formations.
Par ailleurs, la spe´cialisation a` Q = ε de cette double de´formation Lh,h
′
(n, g) contient la repre´sentation LLh
′
(n, g) de
Ugh′(sl2), Langlands g-duale de L
h(n). LLh
′
(n, g) est en outre la de´formation selon h′ de la repre´sentation LL(n, g) de
sl2, Langlands g-duale de la repre´sentation L(n) de sl2.
The´ore`me 6.0.15. Soit n ∈ gZ.
1) Le module de VermaMh,h
′
(n, g) de Uh,h′ (sl2, g) est une de´formation selon h
′ du module de VermaMh(n) de Uh(sl2) :
lim
h′→0
Mh,h
′
(n, g) = Mh(n) .
2) La spe´cialisation Mε,h
′
(n, g) a` Q = ε de Mh,h
′
(n, g) est un Uε,h′(sl2, g)-module de poids.
3) Mε,h
′
(n, g) contient la repre´sentation LMh
′
(n, g) de Ugh′(sl2), Langlands g-duale deM
h(n), comme somme des espaces
de poids divisibles par g.
4) Si g est paire :
LMh
′
(n, g) ≃ Mgh′
(
n
g
)
⊕Mgh′
(
n
g
− 1
)
.
5) si g est impaire :
LMh
′
(n, g) ≃ Mgh′
(
n
g
)
.
De´finition 6.0.16. Soit n ∈ gZ. La limite quand h′ tend vers 0 de la repre´sentation Langlands g-duale LMh′(n, g) est
une repre´sentation de sl2 que l’on note
LM(n, g) et qu’on appelle la repre´sentation Langlands g-duale du module de
Verma M(n) de U(sl2).
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On peut illustrer le the´ore`me 6.0.15 et la remarque pre´ce´dente par le diagramme suivant (g ∈ N≥1, n ∈ gZ) :
Mh,h
′
(n, g)
limh′→0
vvlll
ll
ll
ll
ll
ll
l
limQ→ε
**VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
VVV
Mh(n)
limh→0

LMh
′
(n, g) ⊃ Mgh′(n/g)
limh′→0

M(n) LM(n, g) ⊃ M(n/g)
En d’autres mots, le module de VermaM(n) de sl2, qui peut eˆtre de´forme´e une premie`re fois selon h en une repre´sentation
Mh(n) de Uh(sl2), peut une seconde fois eˆtre de´forme´e selon h
′ en une repre´sentation Mh,h
′
(n, g) de Uh,h′(sl2, g).
Par ailleurs, la spe´cialisation a` Q = ε de cette double de´formation Mh,h
′
(n, g) contient la repre´sentation LMh
′
(n, g) de
Ugh′(sl2), Langlands g-duale de M
h(n). LMh
′
(n, g) est la de´formation selon h′ de la repre´sentation LM(n, g) de sl2,
Langlands g-duale du module de Verma M(n) de sl2.
L’e´tude pre´ce´dente des repre´sentations Lh,h
′
(n, g) de Uh,h′(sl2, g) et de leurs spe´cialisations a` Q = ε permet de terminer
la preuve des proprie´te´s d’interpolation de Uh,h′(sl2, g) entre les groupes quantiques Uh(sl2) et Ugh′(sl2).
The´ore`me 6.0.17. 1) Uh,h′(sl2, g) est une de´formation formelle de Uh(sl2) selon le parame`tre h
′.
En particulier, Uh,h′(sl2, g)/(h
′ = 0) est isomorphe, en tant que C[[h]]-alge`bre, a` Uh(sl2), via l’identification X˜± = X±
et H˜ = H .
2) La sous-C[[h′]]-alge`bre 〈LX±, LH〉 de
(
UA,h′(sl2, g) /
(
Q = ε, Q2H = 1, Q2
√
C +Q−2
√
C = ε2 + ε−2
)h′ )
h′
,
topologiquement engendre´e par LX± et LH , est isomorphe a` Ugh′ (sl2).
De´monstration. Le premier point a de´ja` e´te´ traite´ : voir le the´ore`me 4.1.3.
Quant au second, d’apre`s le the´ore`me 6.0.13, quelque soit m ∈ N, l’action de Ugh′(sl2) sur la repre´sentation Lgh
′
(m) se
factorise a` travers le morphisme surjectif
Ugh′(sl2) −→ 〈LX±, LH〉
donne´ dans la remarque 4.5.3. Par suite ce morphisme est injectif. En effet un e´le´ment de Ugh′(sl2) appartenant au noyau
de la surjection pre´ce´dente agit alors par ze´ro sur toutes ses repre´sentations de dimension finie, et par suite est nul. Ce
dernier fait repose sur l’existence de la base PBW de Ugh′(sl2) et sur la description de ses repre´sentations inde´composables
de rang finie (on pourra consulter [Jan96, 5.11] pour un re´sultat analogue dans le cas de Uq(g), ou` g est une alge`bre de Lie
semi-simple de dimension finie ; notons toutefois que la de´monstration dans le de Uq(sl2) ou Uh(sl2) est plus simple).
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On peut illustrer le the´ore`me pre´ce´dent par le diagramme suivant :
Uh,h′(sl2, g)
limh′→0
uulll
ll
ll
ll
ll
ll
l
limQ→ε
))SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
Uh(sl2)
limh→0

Ugh′(sl2)
limh′→0

U(sl2) U(sl2)
En d’autres mots, l’alge`bre enveloppante U(sl2), qui admet le groupe quantique Uh(sl2) comme premie`re de´formation selon
h, est de´forme´e une seconde fois selon h′ pour chaque g ∈ N≥1 : on obtient alors les groupes quantiques d’interpolation
de Langlands.
Ceux-ci, quand ils sont spe´cialise´s a` Q = exph = ε, permettent de retrouver les groupes quantiques Ugh′ (sl2), de´formations
selon h′ de U(sl2).
Pistes de Recherche
Les groupes quantiques d’interpolation de Langlands de rang 1 constituent la brique e´le´mentaire, a` partir de laquelle
seront construits, dans un prochain article, les groupes quantiques d’interpolation de Langlands U˜h,h′(g, g) associe´s a`
une alge`bre de Kac-Moody (syme´trisable).
Une question naturelle et importante est : existe-t-il une double de´formation des relations de Serre, de telle sorte qu’il
soit possible de construire des groupes quantiques d’interpolation Uh,h′(g, g) qui double de´forment l’alge`bre enveloppante
U(g) ? Cette question semble tre`s lie´e a` celle de l’existence d’une structure d’alge`bre de Hopf sur Uh,h′(sl2, g) et par suite
sur U˜h,h′(g, g). Plusieurs indices semblent indiquer qu’il pourrait en effet exister un coproduit sur Uh,h′(sl2, g) (ou du
moins une structure tensorielle sur sa cate´gorie des repre´sentations) qui interpole les coproduits de Uh(sl2) et Ugh(sl2).
Une nouvelle direction de recherche apparaˆıt alors : trouver des R-matrices universelles pour les groupes quantiques
d’interpolation, afin de produire des invariants de noeuds, qui en un sens contiendraient simultane´ment les invariants de
noeuds fournis par les deux groupes quantiques interpole´s.
Signalons que l’existence d’une double de´formation des repre´sentations L(λ) posse´dant la proprie´te´ d’interpolation (1)
est lie´e a` l’e´tude dans [FH11b] de la dualite´ de Langlands au niveau des cristaux. On peut se demander alors si il serait
possible de de´velopper une the´orie des bases cristallines pour les groupes quantiques d’interpolation de Langlands, dont
une des proprie´te´s serait en un certain sens d’interpoler les the´ories de´ja` existantes pour g et Lg : voir par exemple
[FH11b, conjecture 3].
Dernie`re voie envisageable : dans le cas ou` g est une alge`bre de Kac-Moody affine, il serait inte´ressant de se demander si les
groupes quantiques d’interpolation associe´s a` g permettent d’expliquer la dualite´ de Langlands au niveau des q-caracte`res,
de´ja` de´montre´e pour les modules de Kirillov-Reschetikhin dans [FH11a].
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